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1. BOLUM
OLCU UZAYI

OLCU KAVRAMI

1.1. Tanim: X bir kiime ve U da o-cebiri olsun. Reel degerli bir pn fonk-
siyonu,

) u@=0
ii) Her A € Uigin u(A) = 0

iii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in p[U AHJ =>"j(A,)
n=1

n=1

aksiyomlarini saglaniyorsa bu p fonksiyona bir ol¢ii adi verilir. (X, U, p) tgli-

stine 6l¢ii uzayr ad1 verilir. Eger her A € U icin p(A) sonlu ise p'ye bir sonlu
Olct adi verilir. Eger pu(X) = 1 ise bu dlgliye olasilik dlctist ad1 veilir.

Ornek: En az iki elemana sahip bir X kiimesi ile bunun P(X) kuvvet kii-
mesi veriliyor. P (X) lizerinde
(0 ,; A=0Q
“(A)_{+OO ; A+
seklinde tanimlanan p dontisiimi 6l¢ti mudiir?

Cozim: i) Tanimdan p(<J) = 0 dur.
ii) Her A € P(X) i¢in n(A) > 0 dur.
iii) Her n € N i¢in (A,), P(X) deki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. Ug

durum so6z konusudur:

a)Hern € Nicin A, = D ise M(UAn}ZH(An) gerceklenir.

n=1 n=1

b) n, € N olmak tlizere her n<n, icin A, =, Vm,n=n, i¢in
ALA, #DveA, NA, = Jolsun.
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o0

A, = CJAn;t@

n=1 n=n,+1

0

olup u(UAn] =400 dir. Diger taraftan

n=1

(A= DH(A,) =+

n=n,+1

oldugu dikkate alinirsa
L{UAHJ =2 u(A,)
n=1 n=1
oldugu gorulur.

c) Hermnicin A, A, # OveA,NA, =J,A, # D olmasi (b) benzeri
olacagindan sonug gerceklenir.

Dolayisiyla p fonksiyonu P(X) tlizerinde bir élcii ve (X, U, p) 6l¢ii uzayi-
dir.

Ornek: En az iki elemana sahip bir X kiimesi ile bunun P(X) kuvvet kii-

mesi veriliyor. P (X) tizerinde
_(0,; A=0
nea) = { 1; A2
seklinde tanimlanan p doniistimi 6l¢ti mudiir?

Cozim: i) Tanimdan p(<J) = 0 dur.

ii) Her A € P(X) i¢in n(A) > 0 dir.

iii) Her n € N i¢in (A,)), P(X) deki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. Ug
durum s6z konusudur:

a)Hern € Nicin A, = D ise “(UAHJZZM(AHJ gerceklenir.

n=1 n=1

b) n, € N olmak tlizere her n<n, icin A, =, Vm,n=n, i¢in
ALA, #DveA, NA, = Jolsun.

OAH = OAH e 3%
n=1

n=ng,+1
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o0

olup u(UAnj =1 dir. Diger taraftan

n=1

iu(Ank iu(An):1+1+...:+oo

n=ng+1

oldugu dikkate alinirsa
M(UAHJ = (A,)
n=1 n=1

oldugu goriiliir. Uglincii duruma bakmaya gerek yoktur. Dolayisiyla p fonksi-
yonu P(X) lizerinde bir 6l¢t degildir.

Ornek: (a,) negatif olmayan sayilarin dizisi olsun. P(N) tizerinde ta-
nimli;

0 ;E=0
w(E)= Zan;E;t@
neE

biciminde tanimlanan p doniisiimi P(N) tizerinde 6l¢tii midiir?
Cozim: i) Tanimdan p(<) = 0 dur.

ii) Keyfi E € P(N) i¢in
E=Jise u(E)=0

E # Jise u(E) = Zan >0
neE

dir.

iii) (E,), P(N) deki ayrik kiimelerin dizisi olsun. U¢ durum séz konusu-
dur:

a) Her neN icin E, = olsun. Bu durumda UEn:® olup

n=1
M(UEHJ =u(d)=0 dir. Diger taraftan her n € N i¢in u(E,) = 0 oldugundan
n=1
M(U E) => W(E,)
n=1 n=1

gerceklenir.
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b) n, € N olmak tlizere her n<n, icin E, =, Vm,n=>n, i¢in
Ep,En #D ve E; NE, = olsun. Bu durumda E,, E,, -+, E;  kumeleri ayrik
oldugundan

VI
= Ya,

ne(E;w--UE )

=Ya,+ Y a ++ >a,

nek, nek, nek,

= u(E) + p(E,) + -+ U(Eno)
=Y u(E)
=3 (E)

olur.

c)Vmn€ Nicin E ,E = ve E, # < olsun. E, kiimeleri ayrik oldu-
gundan

(003

ne(E;VE,U--+)

=Sa,+ Y+ Ta,

nekE, neE, nek,
= H(E1) + H(Ez) + H(E3) + e
= Zu(Ek)
k=1
olur.
Dolayisiyla p dontisiimii P(N) tizerinde 6l¢tli ve (X, P(N), n) ol¢ii uzayi-
dir.

Ornek: N dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi iizerinde, n(E), E'nin
eleman sayisin1 gostermek iizere;
n(E); E sonlu
A) = ’
“( ) { +oc0; E sonsuz
biciminde tanimlanan p déniisiimi 6l¢ti miidiir?

Cozim: i) E bos kiime ise u() = n(J) = 0 dur.

ii) Keyfi E € p(A) igin u(A) = 0 dur.
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iii) Her n icin iki durum s6z konusudur:

a) Her n icin sonlu ise i UAHJ = p[UEnJ = Zu(An) = Zu(An) olur.
n=1 k=1 k=1 n=1

b) E sonsuz ise u(UAn =Y u(A,) oldugu asikardir.

n=1 n=1

Su halde p bir 6l¢ii ve (X, N, p) 6l¢ti uzayidir. //

Bu 6lgliye dogal sayilar lizerinde sayma 6l¢iisii ad1 verilir. Bu 6l¢ii onlu

olmayp c-sonludur. Ginkii A, = {n} almrsa N = | JA, olup her bir n igin
n=1

w(A,) = 1 dir.

Ornek: X bir kiime c-cebiri U tizerinde tanimh ve () dizisi icin her n
icin p, (A) < p,4,(A) olsun. U tizerinde tanimli p, (&) = 0 ve
w:A-[0,00),u(A) =sup{u,(A)}
ile tanimh p fonksiyonu 6l¢ii oldugunu gosteriniz.
Coztm: i) Tanimdan p, (&) = 0 dir.
ii) Deger kiimesi [0, ) oldugundan p(A) = sup{p,(A)} = 0 dur.

iii) Verilen varsayimlardan (p,)q-; fonksiyonun monoton artan bir di-
zisi oldugu icin supp, =limp_ dir. Buradan

lim > u(A,) <limp(_JA,)
k=1 k=1

> ua) <A ©

cikar. Her n € N icin

un(OAk}iun(Ak)simAk)

oldugu agiktir. Buradan
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Cs

supun( AkjﬁsupZun(AkFZu(Ak)
k=1 k=1

-~
Il

1
ve

H(UAkJ = ZH(Ak) (2)
k=1 k=1
elde edilir. (1) ve (2) denklemlerinden
H(UAkj = ZH(Ak)
k=1 k=1
dir.
Su halde p bir 6lcii ve (X, U, n) 6lcii uzayidir.
Ornek: (X, U, u) bir 6l¢ii uzay1 ve A € U sabitlenmis bir kiime olsun. Her
E € Uigin
v(E) = p(E\A)
olarak tanimlanan v déniisiimii U lizerinde 6l¢ii mudiir?
Cozim: i) v(D) = p(D\A) = u(d) =0
ii) u, U tizerinde bir 6l¢i oldugundan v(E) = p(E\A) = 0 gerceklenir.
iii) Her n € N icin (E,)), U daki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. Bu du-
rumda m # n olmak iizere
(E,\A)N(E \A) =0

olup (E,\A) dizisi U daki ayrik kiimelerin bir dizisidir. Dolayisiyla p dontisiimii
U lizerinde 6l¢ii oldugundan

v(OEnjzu&OEnj\A}iu@n \A)= Y V(E,)

olur. Sonug olarak v déniistimii U kiimesi lizerinde 6l¢tidiir.

1.1. Teorem: (X, U, u) bir élcii, A,B € U olmak iizere
(AU B) = u(A) + u(B) — (AN B)
oldugunu gosteriniz.

Coztiim: AU B = J ise p(AN B) = 0 olup p 6lgii oldugundan
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u(AU B) = p(A) +u(B)
olur, ANB # Jolsun.AUB =AU (B \ A) oldugu dikkate alinirsa
n(AUB) = (AU (B\A))=n(A)+ u(B\ A) 1)
yazilabilir. Ayrica B= (AN B) U (B \ A) olarak yazilabileceginden
w(B) = n(ANB) + u(B\ A) (2)
olur. u(A N B) < o ise (2) ifadesi (1) ifadesinde dikkate alindiginda
(AU B) = u(A) +u(B) — u(ANnB)

elde edilir.

1.2. Teorem: (X, U, n) bir 6lcii uzayi olsun.

a) (A,), U daki elemanlarn bir artan dizisi ise,

M(UAnj =limp(A,) 8
n=1
dir.
b) (B,,), U daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B;) < o
u(ﬂ BnJ =limp(B, ) (2)
n=1
dir.

Ispat: Eger bazi n’ler igin u(A,) = + ise (1) esitliginin her iki yani +oo
olur. Her n icin u(A,)) < +o oldugunu kabul edelim.
S;\A;ven> 1licinS, = A \A,_;
bigiminde tanimlanan (S,) dizisi U’daki kiimelerin bir ayrik dizisi olur. Ayrica

A, =Osk ve OAH =[°Jsn
k=1 n=1 n=1

yazilabilir. p bir 6l¢ii oldugundan

{Un.{Us
=:Zlu(sn)
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~lim > u(s,)
n=1

m—0

=u(S,)+1im Y u(s,)
n=2

= H(Sl) + E_IEJ Z M(An \ An—l)
n=2

=u(S,)+1im > p(A,)-p(A,,)
n=2
=u(S,)+lim[u(A, )-p(A,)]
=limu(A,,)
elde edilir.

b) T, = B,\B, olsun. (T,), U'daki elemanlarin bir artan dizisidir. Bu
diziye teoremin (a) sikki uygulanirsa

M[OTH] = limp(T,)

T limus\B,)
=limp(B,)-u(B,)
=u(B,)~limu(B,)

bulunur. Diger taraftan
-8

olacagindan

M(OTH] =n(B,)- u[ﬁ Bn]
yazilabilir. Bu deg:'r yukarida yerinn: yazilirsa,
u[ﬁan ~limp(B,)
esitligi elde edililil.ﬂ(An) bir artan dizi oldugundan
limA, = OAH

n—oo e
ve (B,)) bir azalan dizi oldugunda
limB, =(B,

n—oo

elde edilir.
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1.1. Sonug: (X, U, p) bir 6l¢li uzayi olsun.

a) (A,), U daki elemanlarn bir artan dizisi ise,

u(lim A, )=limu(A, ) (1)
dir.
b) (B,)), U daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B,) < oo
u(limB,)=lim p(B,) (2)
dir.

1.3. Teorem: (X, U, p) bir 6l¢ii uzayr olsun. (4,), U'ya ait kiimelerin
herhangi bir dizisi ise

M(UAkJSZM(Ak)
k=1 k=1
dir.
. k-1
Ispat: B; = A; ve k> 1 i¢in B, =A, \(UAJ alinirsa (B,), U’daki kii-
r=1

melerin bir ayrik dizisi olur. B, © A, oldugundan p(By) < p(Ay) dir. Buna go-
re;

M(OAkJZM[DBkJZZi:H(Bk)SiM(Ak)

bulunur.

LEBESGUE OLCUSU
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Henri Léon Lebesgue
28 Haziran 1875, Beauvais, Fransa - 26 Temmuz 1941, Paris, Fransa

R’de 06l¢l, uzunluk kavraminin genellestirilmesi oldugundan R’deki
kiimeleri iki sinifa ayirabiliriz:

1. Uzunlugu belli olan kiimeler sinifidir ki bunlar araliklardir. Bu grup-
taki kiimelerin olgiisiinii kendi uzunluguna esit oldugundan klasik islemler
yapilabilmektedir

2. Araliklar smifinin disindaki kiimeler. Bu gruptaki kiimelerin 6lglisi-
nii araliklar yardimiyla buluyoruz.

I, R de herhangi bir smnirli aralik (yani I = [a; b], (a; b], [a; b) veya (a; b))
olmak tizere, I arahiginin uzunlugu ¢(I) = b — a olarak tanimlanir.

Her nokta bir araliktir ve uzunlugu sifirdir. Gergekten, [a; b] araliginda
a = b secersek aralik {a} noktasina denk gelir. Buna gore,

¢({a}) =¢([a,a])=a—a=0
elde edilir. Dolayisiyla tek noktali sonlu kiimelerin de uzunlugu sifirdir.

R’de bir kiimeyi asikar olmayan bir takim araliklara b6lmemiz her za-

man mimkiin olmayabiliyor. Bu nedenle bu kiimeyi 6rten bir takim (hatta sa-
yllabilir sayida) araliklarin bir sistemini gz 6ntine alabiliriz.

1.2. Tanim: A c R alt kiime ve (I,,) araliklar dizisi verilsin.

AA) = inf{iz(ln) Ac 01}
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sayisina A kiimesinin Lebesgue 6lciisii veya Lebesgue dis 6l¢lisii denir.

Herhangi bir A c R i¢in A(A) > 0 dir. Bazi1 A alt kiimeleri i¢in, A'nin her

ortiliisiine karsin ZE(IH) serisi iraksak olabileceginden, A(A) = oo olabilir.
n=1

A(A) kiimesi 0 ile alttan sinirhdir. Dolayisiyla, s6zii edilen infimum da-
ima mevcuttur. Gercgekten, eger r € A(A) ise [r,+o0) c A(A) dir. Su halde A(A),
(x,+0) veya [x, +o0) araligidir. Dolayisiyla, A(A) nin infimumu sadece x gibi
bir sayi olur.

Burada su tespiti yapmakta gerekir. Bir kiimenin 6lciisii ile Lebesgue
Olclisiit ayni saywy1 verir. Bilinen Kklasik oOlgiiler uygulanamayan kiimeler
mevcuttur. Bu sebepten Lebesgue dlciiye ihtiyac hissedilmistir.

Ornek: Asagidaki kiimelerin Lebesgue dlciilerini bulunuz.

a)A:l:1 {XER:&SXS%}

~ a—1 a+1
b)B:Q {XE]R TSXST}

* 1 1
c) ng {XER FSXSZIHJ}
d)D:ﬁ {XER:OSXS%}

k=1 3
e)E:O {xER:OSXSik}

k=1 3
f)F:@ {xER:l—%SXS1+%}
g)G:Q (xeR: 2+3<x<5-7]
Cozum:
)l ={xeR: Zr<x<{]

diyelim. Ix kiimeleri Borel kiimesi oldugundan Lebesgue dlciisiine gore olciile-
bilirdir. (I.) ayrik kiimelerin bir dizisi oldugundan
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0= Cp - Fpe0- i)

bulunur.

b) Her k€ N icin [} = {X ER: ak;l <x< akll} olsun. Dikkat edilirse
(I) kiimelerin azalan dizisidir. Buna gore;

A a+1 a-1
MB)—X[DIJ lim 2(1, ) =lim ( - k+1)

olur.

c) Her ke N ig¢in I, = {x ER: k1+1 <x< k1+1} olsun. (1) ayrik kii-
2 2

melerin bir dizisi oldugundan

M) =x[01kj=ix(lk):i(zik—%j:%

bulunur.

d) Herk € Nicin [, = {x ER: 0<x< L }olsun (Iy) kiimelerin azalan
3k
dizisidir. O halde;
~ ¢ .1
A(D) _xmlkj_gx(lk)_mg—k_o

olur.

e)JHer k€ Nigin [, = {x ER: 0<x< L }olsun (Iy) kiimelerin azalan
3k

dizisi olup

R

elde edilir.

f)Her k€ Nicin I, = {x ER: 1 _E <x<1+ 1} olsun. (I,) kiimelerin
azalan dizisidir. Buna gore
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A8 =3 im0 - 1|15 im0

k=1

olur.

g) Her k € N icin IRZ{XER: 2+
rin artan dizisidir. Bu durumda

~ . . 1 1) .. 2
AM(G) = X(Qlk]—11(13107»(11()—}{m(S—Ej—(ZjLEJ—th—E—3

k—o0

% <x<5-— %} olsun. (I;) kiimele-

olur.

1.4. Teorem: Bir araligin Lebesgue 6lciisii, uzunluguna esittir.

Ispat. Once sonlu kapali bir [a, b] araliginin Lebesgue 6l¢iisiiniin
boyuna yani b-a uzunluguna esit oldugunu gosterecegiz. Her pozitif ¢ sayis1
icin [a,b] € (a—¢,b+ ¢) kapsamasi saglandigindan dolayy,

Ala,b] < f[a—¢g,b+e]=b—a+ 2¢
elde ederiz. Her bir € pozitif sayisi icin A[a,b] <b —a+ 2¢ oldugundan dolay1
Ala,b] <b —a buluruz. Simdi bu durumda A[a,b]>=b-—a oldugunu
gostermek gereklidir. Bu ise [a, b] araligini 6rten agik araliklarin sayilabilir
herhangi bir smifi (In) oldugunda

iz(ln)Zb—a (1)

oldugunu gostermeye denktir. Heine-Borel teoreminden dolayy, [a, b] kapali ve
sinirli araligini orten acgik araliklarin her sinifinin [a, b] araligin1 6rten sonlu
bir alt smifi var oldugundan dolay1 ve de sonlu alt smiftaki uzunluklarin
toplami orijinal smnifin uzunluklarinin toplamindan biiylik olamayacagindan
(1) deki esitsizligi [a, b] yi 6rten sonlu simniflar i¢cin ispat etmek yeterlidir. Uln
birlesim kiimesi a’y1 icerdiginden, In lerden en az biri a’y1 icerir. Bu aralik
(a;,by) olsun. a; < a<b,; dir. Eger b; <b ise bu takdirde b, € [a,b] ve
b, € (a;,b;) oldugundan dolay1 b; € (a,,b,) dir. Yani, a, <b; < b, olacak
sekilde (In) smnifinda bir (a,,b,) araligi bulunmahdir. Bu sekilde devam
ederek, a; <b;_; < b, olacak sekilde (In) sinifindan
(a;,b;), (az,by), -, (ay, by)
araliklar dizisini elde ederiz.

(In) smifi sonlu oldugundan yaptigimiz islem bir (ay, by) arahiginda
bitmelidir. Ancak b € (a, by ) olunca yani, a, <b < by oldugu zaman bu islem
biter. Boylece a; < b;_; oldugundan,
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S 0,)> S d(a, b))

= (bk - ak) + (bk—l - ak_l) + -+ (bl - al)
>by —a,
elde edilir. Ancak b, > b ve a; < a oldugundan b, — a, > b — a ve dolayisiyla

Y ¢(1,)=b-a elde ederiz. Buda A[a,b] = b —a oldugunu gésterir.

n=1

Eger [ herhangi sonlu bir aralik ise bu takdirde verilen ¢ > 0 i¢in
((J)>¢(I)—¢ olacak sekilde ] €1 o6zelligine sahip bir kapali | aralig1 vardir.
Buradan

(M)—e<()=MJ) <MD= ()
bulunur. Béylece her bir & > 0 icin

(M—-e<AD=¢(1)
ve dolayisiyla A(I)=/(I) olur.

Eger [ sonsuz bir aralik ise bu takdirde verilen herhangi bir A reel sayisi
icin /(J]) = A 0Ozelligine sahip kapali bir J<S 1 araligi vardir. Buradan
LMD =A(]) =A elde edilir. Her bir A igin A(I) = A oldugundan dolay
A(I) = £(J) = oo bulunur.

1.5. Teorem: A sayilabilir bir kiime ise A(A) = 0 dir.

Ispat: € > 0 istenildigi kadar kiigiik bir say1 ve A = {x1,%,, "+, Xy, - } ol-

sun. [, = (xn - #,Xn + #) secilirse Ac UIn olur. Bu durumda
n=1

0 0 8

0<AA)<D ((1,)= S0 =8

n=1

n=1

olur ki bu A(A) = 0 oldugunu gosterir. //

1.2. Sonug: Tek nokta kiimeleri, Tek noktalar1 kiimelerin birlesimi, Do-
gal sayilar, Tamsayilar, Rasyonel sayillar ve bos kiimenin Lebesgue 6lciileri
sifirdir. Biz burada bos kiimenin ve tek nokta kiimesinin Lebesgue 6l¢iisiiniin
sifir oldugunu gosterecegiz.

Ornek: L(®) = 0 dir.
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Cozim: J C (O, %) oldugundan dolay,
0<A(A)=inf iﬁ(ln):AcOIn < 0,l =inf l—0 =0
n=1 o n=1 n n

olur dolayisiyla da () = 0 elde edilir.

Ornek: Her x€ R icin A({x}) =0 dir. Yani tek nokta kiimesinin
Lebesgue dlciisu sifirdir.

Ispat: Herhangi bir x reel sayis1 alalm ve {x} tek nokta kiimesini goz
ontine alalim. Bu takdirde;

x(A):inf{f‘/(ln) Ac 01}

n=1

:inff(x—l,x+1]
n n

:inflimg

n—oo n
=0
bulunur.

1.3. Sonug: [0, 1] aralig1 sayilamaz. Ciinki bu araligin uzunlugu 1’dir.
Halbuki sayilabilir sonsuz kiimeleri uzunlugu 0 olmahdir.

1.4. Sonug: R? iizerindeki Lebesgue 6lciisii her bir araliga onun hacmi-
ni karsilik getirir.

1.6. Teorem: Her A icin A(A) > 0 dur.

Ispat: Infumumu alman kiimenin her elemam pozitif veya sifir oldugundan

kiimenin infumumu negatif olamaz. Su halde her A i¢cin A(A) = 0 dur.

1.7. Teorem: A C B ise, L(A) < A(B) dir.
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Ispat: A € B olsun. Bu takdirde;

0

MA)—mf{Zf(l ):Ac(JI }cmf{ZE(I ): BCUI } MB)

n=1

elde edilir ki bundan da A(A) < A(B) bulunur.

1.8. Teorem (Sayilabilir Alt Toplamsallik Ozelligi): Herhangi bir
(A,) kiimeler dizisi igin,

X(CJAHJ < ik(An)

dir.
Ispat: (A,), R’de bir dizi olsun. Eger » A(A,)=+ow ise

k(CJAn) < iX(An)

olacagi agiktir.

ZK(AH)<+00 olsun. € > 0 verildiginde, infumum 6zelliginden, herbir
n=1
n € Nicin

D01, ) <A )4 (1)

0

olacak sekilde en az bir (I, ) dizisi vardir. A, < Ulmk oldugundan

U< U]

n=1\ k=1
yazilabilir. Lebesgue Olciistinlin tanimi ve (1) esitliinden

(UA j<22£[lnk)<2{km )+ — } gx(An)m

n=1 k=1
olur. ¢ keyfi oldugundan

X(CJAHJ <SA,)

elde edilir.
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1.1. Not: Lebesgue 0l¢li, 6l¢ii kavraminin biitiin 6zelliklerini saglar.
Ciinkii 1.2. sonugta sonraki 6rnek, 1.6. teorem ve 1.8. teoremleri 6l¢ii tanimini
vermektedir.

1.2. Not: Baz kitaplarda 1.2. sonucta sonraki 6rnek, 1.6. teorem, 1.7.
teorem ve 1.8. teoremleri saglaniyorsa dis 6l¢ii olarak tanimlamaktalar. Buna
gore Lebesgue olciisti ayni zamanda dis dlciidr.

1.9. Teorem: Her A € X ve her t € R i¢in,
AMA)=AA+1)
dir.
Ispat: A €X ve t€ R igin A(A) = A(A + t) oldugunu goéterebilmek icin

A'nin agik araliklaridna yapilan bir AgUIn ortiiliisii g6z 6nlne alinsin. Bu

n=1
durumda A’'nin t noktasi kadar otelenesi A +t € {x + y : x € A} klimesinin bir

ortiiliisu;
A+t g, +t =1,
n=1 n=1

ailesi ile yapilir. /(1 )=/(] ) oldugu agiktir. Buradan
MA+D)<D 1, +t)=> ()
n=1 n=1

ve boylece

AMA+1)< inf{if(ln +1):A ;OIH} =\(A) (1)

n=1

olur. Benzer yolla L(A — t) < A(A) bulunur. O halde (1) den
AMA) SAA+t) —t] < AMA+D <A(A)

ve buradan
LMA+ 1) =A(A)

elde edilir.
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BAZI OLCULEBILIRLILIK TEOREMLERI

1.3. Tanim: A c X olsun. Eger
AMA) =AMANE)+A(ANEY
olacak sekilde E c X kiimesi varsa E kiimesine 6lciilebilir kiime denir.

Constantin Carathéodory
13 Eyliil 1873, Berlin, Almanya-02 Subat 1950, Miinih, Almanya

1.10. Teorem (Carathéodory Teoremi): Eger A kiimesi 6l¢iilebilir ise
AMA)=AANE) +A(ANEYH
esitsizligi vardir.

Ispat: L(A) = +o ise esitsizlifin saglanacag agiktir. A(A) < + ise is-
tenen esitsizligi sonlu Lebesgue 6l¢iime sahip olan A kiimeleri i¢in ispatlamak
yeterlidir.

Olgiilebilirlik tanim1 A ile At de simetrik oldugundan dolayi, E kiimesi
Olctlebilir oldugunda At kiimesinin 6l¢tilebilir oldugunu elde ederiz. Gercek-
ten;

AMA) =AMANEH + A(AN(EHY) =A(ANEY) + L(ANE)
dir.

Bos kiime ile biitiin reel sayilar kiimesi dlciilebilir oldugu agik¢a gorul-
mektedir. Gergekten

MA) = MAND)+MANDY) =1(D)+L(ANR) = 0+ A(A) = A(A)
dir ve & kiime 0l¢iilebilir oldugundan dolayi, dlgiilebilir her kiimenin tiimle-
yeni de 6lgiilebilir oldugundan dolay1 & = R kiimesi 6l¢iilebilirdir.

1.11. Teorem: B c R alt kiimesinin 6l¢tlebilir olmasi i¢in gerek ve ye-
ter sart her [ € R agik aralig1 icin
MDD =rINB)+A(INnBY
dir.
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Ispat: =: B c R élgiilebilir olsun. A ¢ R herhangi bir kiimesini alalim.
A=(AnB)u(AnBY
olarak yazilabilir. Bu durumda
A(A)=A(ANB) +A(ANBY
gerceklenir. Ozel olarak A = I alinirsa
MDD =rINB)+A(INnBY
istenilen elde edilir.

<: Kabul edelim ki her I ¢ R aralig1 i¢in
AMD =r2INB)+A(INnBY
olsun. Simdi 1.10. teoremi gergekledigini gostermeliyiz.

L(E) = o igin esitsizlik gecerlidir. A(E) < c oldugunu kabul edelim.

A Lebesgue oOl¢iistiniin tanimindan ve infimum o6zelliginden her ¢ > 0
icin 3(1,,) = ((a,,b,,)) vardir oyle ki

iﬁ(lnk ME)+¢ (1)

gerceklenir. Ec U(an,bn) oldugundan

n=1

EchU[(an,b )nB] ve EnB' | Ji(a,,b,)"B']

n=1 n=1
yazilabilir. A Lebesgue 6l¢lisiiniin 6zelliginden

X(EmB)SQ{O[(an,bn)mB]jSik[(an,bn)mB]

n=1 n=1

X(Eth)Sx[O[(an,bn)mB‘]jSik[(an,bn)th]

esitsizlikleri elde edilir. Hipotez ve (1) ifadesi kullanilirsa her ¢ > 0 i¢in

k(EmB)+k(Eth)Sik[(an,bn)mB]Jrix[(an,bn)th]

= > (a,.b,)]
= /I(a, b,)]

->-101,)

—M(E)+e
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yazilabilir. Sol taraf ¢’dan bagimsiz oldugundan istenilen
AME) > AMENB)+ A(EnBY
elde edilir.

1.12. Teorem: Eger A(A) = 0 ise bu takdirde A kiimesi dl¢iilebilirdir.

Ispat: A herhangi bir kiime olsun. Bu takdirde AN E c E olur. Béylece
MANE) <A(E)=0 dir. Ayrica her zaman 0 <A(ANE) oldugundan
LM(ANE) =0 olur. Aynizamanda AN E' c A olmasi sebebiyle;

MA)=AANE)+ A(ANEY
olup 1.10. teoremi gergeklenir, dolayisiyla A kiimesi 6lciilebilirdir.

1.5. Sonug: A(E) = 0 ise, her B icin, A\(AU E) = XA(A) dir.

1.13. Teorem: |[A(A) — A(B)| < A(A A B) = 0 dir.

Ispat: A € (A AB) U B yazlabilir. Olgiiniin monotonluk ve sonlu alt top-
lamsallik 6zelliginden
L(A) <A(AAB)+A(B) ve A(B) <A(AAB)+ A(A)
elde edilebilir. Buradan
|IA(A) = A(B)|<A(AAB) =0
sonucuna varllir.

1.7. Sonug: Eger A(A AB) = 0ise, L(A) = A(B)dir.

1.14. Teorem: Eger A ile B kiimeleri dl¢iilebilirse A U B kiimesi de 6l¢ii-
lebilirdir.

Ispat: E herhangi bir kiime olsun. Olgiilebilir kiime taniminda E yerine
A" U E kiimesini goz oniine alirsak ve B kiimesinin 6lciilebilir oldugunu kulla-
nirsak,

AMA'NE) =A(A'NBNE) + LM(A*NB'NE)
dir ve

(AUB)NE=[AUBNAY)]NE=[ANEJU[BNA'NE]
esitligisaglandigindan dolay,

AM[AUB]NE)=A(ANE]U[BNA'NE])

< AMANE]+A(BNA"NE)
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elde ederiz. Boylece B kiimesi 6l¢llebilir oldugundan 6lciilebilir kiime tani-
minda E yerine A' N E kiimesini diisiiniirsek,

AMBNA"'NE)+ AB'NnA'NnE) = L(A'NE)

olacaktir ve A kiimesinin 6lctilebilirliginden,

LMANE)+ A(A'NE) = A(E)

oldugundan,

AMJAUB]NE)+ A([JAUB]*NE) = A(JAUB]NE) + A(A*n B'NE)
<AMANE)+A(A'NBNE) +L(A*NB'NE)
<AMANE)+AANAY
< AE)

elde ederiz. [AU B]*= A* N B' oldugundan dolay1 A U B kiimesinin 6lgiilebilir
oldugu elde edilir.

1.8. Sonug: Sayilabilir sayida 6lgiilebilir reel say1 kiimesinin birlesimi
de olgtlebilirdir.

1.15. Teorem: A herhangi bir kiime ve 6l¢tlebilir kiimelerin sonlu ay-
rik bir dizisi (E1, E2, ..,En ) olsun. Bu takdirde

A Ar{UEk} => MANE,)
k=1 k=1
dir.
Ispat: Teoremi tiimevarimla ispat edecegiz.
n = 1 icin dogru oldugu ac¢ik¢a gorulmektedir.

n — 1 tane E; kiimeleri icin dogru oldugunu kabul edelim. E; kiimeleri
ayrik oldugundan

Ar{OEk}mEn =ANE, ve A({UEk}mE; :Ar{UEk}

k=1 k=1 k=1
elde ederiz. Buradan n — 1 kiime i¢in saglandigini kabul ettigimizden ve En
nin Olgilebilirliginden dolay

X(AQ[QE}(D=x(AmEn)+x(Am[QEkD

MAmEn)+n§:MAmEk)=Zn:k(AmEk)

bulunur.
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COZUMLU ALISTIRMALAR

1. py, My, o+, Wy, birer Olgii ve a,,a,, -+, a, negatif olmayan reel say1 ise U
kiimesi lizerinde;

V(E)= Y, (E)

ile tanimh v doniistimii 6l¢ti midiir?

Cozim: i) v(&)= iakuk(Q) =0

ii) py, 1y, -+, 1, birer olcii oldugundan V E € U i¢in V(E):Zakuk(E)ZO
k=1

dir.

iii) (E,,), U daki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun 1 < k < n igin pk doni-
stumleri 6l¢i oldugundan

SR (VEY
=i[iakuk(Em)j

=i(iakuk(lsm)]
> v(E,)

olup istenilen elde edilir. Dolayisiyla v doniistimii 6l¢tidiir.

2. X bir kiime c-cebiri U lizerinde tanimh ve (p,) dizisi i¢in her n i¢in

n,(x) = % olsun. U tizerinde tanimh

B(E)=i[§j ()

doniistimi 6l¢ti mudir? Ayrica 3(X) i bulunuz.
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Coziim: ) B(D) =z@ 1,(2)=0

ii) Keyfi E€ U ve n € N icin p,(E) = 0 oldugundan Z(gj u (E)=0
n=1

gerceklenir.
iii) (E,,), U'daki ayrik kiimelerin dizisi olsun. (p,) 6l¢t dizisi oldugun-
o0 2 n o0
B(UEmj gj MH[UEm)
m=1 m=1
2\'(&
- E
3} (n;un( m))

0 2 n
;(gj u, (E, )J
B(E,.)

dan

M i I 2D

1

3
I

yazilabilir. Buradan p,(E_) < p,(X) =

N| =

x (2 n
ve Z(gj serisi yakinsak oldugun-
n=1

dan serilerin yerleri degistirilebilmistir. O halde B dénilisiimu U uizerinde bir
0l¢li oldugunu gosterir.

Sorunun ikinci kismi ise;

2n

ot sor e L)

15 w52 ) an 5
n=1 n=1 1_i

3 now
3

olarak bulunur.

3. (X, U, u) bir 6lcii, B # & ve B € U olmak lizere;
K={AcX:A=BnC(CCeU}
olsun.
v(A) = p(An B)
seklinde taniml v doniistimii K iizerinde 6l¢ii muduir?
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Cozium: Verilere gore K kiimesi X lizerinde c-cebiridir.
i) v(Z) = u(dnB) =0 dir.
ii) Keyfi A € Ki¢in v(A) = p(An B) = 0 saglanir.
iii) (A,) dizisi K daki ayrik kiimelerin dizisi olsun. (A, N B) dizisini dik-
kate alalim. m # n olmak tzere;
A, NB)N(A,NB) =Y

oldugu goz 6ntine alinirsa (A, N B), U daki ayrik kiimelerin bir dizisidir. Ayrica
p donsimi U tizerinde 6l¢ii oldugundan

RTINS
{Un.es)
:ZI,M(AH MB)

iwm)

bulunur. O halde v dontlisiimii K lizerinde élgudiir.

4. (X, U, w) bir 6l¢ii uzayi olsun. Eger A,B € U ve A c Bigin p(A) < u(B)
ve n(A) < wise
w(B\A) = u(B) — u(a)
dir.
Ispat: B= AU (B\A)ve An (B\A) = & oldugundan
1(B) = (AU (B\A)) = n(A) + u(B\A)
yazilabilir. u(B\A) = 0 oldugu gozoniine alimirsa p(A) < u(B) yazilabilir.
Eger u(A) < wise pu(B) = p(A) + u(B\A) esitliginden
w(B\A) = u(B) — u(a)
elde edilir. //

Bu 6rnekte A € B oldugu unutulmamali, A ¢ B i¢cim gecerli degildir.
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5.E c [-1,1] x [—1, 1] ve I rasyonel sayilar kiimesi olsun.
. 1
E= {(x,y) €[—1,1] x [—1,1]: |sinx]| < 5 ,cos(x+y) € I}
kiimesinin 6l¢listinii bulunuz.

Cozim: E c [_g% x [—1,1] olacagindan

= (22 )

biciminde tanimlanan F kiimesi x + y € arccosl dogrularmna karsi gelen -1
egimli araliklarin sayilabilir bir toplulugu A(F) = 0 dir. Buradan A(E) = % bu-
lunur.

6. U={[a,b]: — o <a <b < w} bir yar1 halka ve R’de, azalmayan,
soldan siirekli bir fonksiyon f olsun.

w: U - [0,0),u(fab)) = f(a) - f(b)

ile tanimh p kiime fonksiyonu bir 6l¢ti oldugunu gosteriniz.

Coziim: a < b igin [a,b):U[an,bn), m # n i¢in [a,,b,) N [a,,,b,,) =T
n=1

olmak tizere ([a,,b,)) dizisi tanimlanabilir. Her a < x < b igin

o0

5, = Z|f(bk)_ f(a, )|

k=1

tanimlanirsa [a,, b,) € [a,x) gercekleyen [a,,b,) araliklar: lizerinden tanim-
lanan sx toplamin tanimi nedeniyle —s,, = 0 gerceklenir. f, azalmayan bir fonk-
siyondur. Bu nedenle

s, < f(x) — f(a)
dir ve

U={x€(aDb]:s, =f(x)—f(a)}

bagintis1 dogrudur. f, soldan stirekli bir fonksiyondur. Bu nedenle t € U,

s, = f(t) — f(a)
dir. t = b ise sayilabilir toplamsal olur. a <t < b ise hi¢ degilse bir i indisi i¢in
a; <t < b; gergeklenir. ([a,,b,)) dizisi ikiser ikiser ayni elemanlardan olustu-
gundan [a,, b,) S [a,b;) kapsama bagmtis1 dogru olmasidir. Boylece s, =s
olur. Ozel olarak a; € U icin

ai
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f(t) — f(a) = s, — s,; < f(ai) —f(a) < f(t) — f(a)
esitsizlik takimi1 dogrudur. Yukarida bagint1 b; € U anlamindadir. Bu olamaya-
cagna gore t = b ve buradan

u([a,b))=iu([an,bn))

elde edilir.

7. A= ﬂ{x 0<x<zi} ve B= U{x O<x<2i}

k=1
kiimeleri veriliyor. ¢/(A) ve ¢(B) uzunluklarini bulunuz.

Goziim: Her n € N igin I, o I,,, dir. A=), verilmis. Ikiser ikiser
k=1
J (n € N) araliklar1

Ji =L\ ) = L \Ig, o, ]y = Iy \pyq,
ile verilsin. 1.2. teoremden,

((A)=p(A)=limp(1,) =0
dir ve B, ayrik araliklarin birlesimi olarak;
B= UI —U I
k=1
yazilabilir. Yine 1 2 teoremden

“B)=u(B)= ZM(]k) Zﬁ(]k —hmZ:K(]k —llm(1 1 j:%

2 2n+1
olur.

8. (q,), Q rasyonel sayilarda bir dizi,

1
R\ U(qn z,qn+n—j¢0

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Olgiiniin sayilabilir alt toplamsallik 6zelligine gore,

k{@(qn—%,qﬁ%ﬂsgx(qn 12,qn jz_:_

n=1 -1 n

bulunur. O halde,

(R\ U( gt ij)io
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* 1 1
R -—,q,+— |#0
\H(qn 54 nzj

elde edilir.

9. X bir kiime; A donlsiimii bir Lebesgue 6l¢lisii olsun. A,B € R ve
A(B) = 0 oldugunda

a)AM(AnB) =0
b) A(AUB) = A(A)

oldugunu gosteriniz.

Coztim: a) A N B € B oldugundan 0 < A(A N B) < A(B) = 0 olacagindan
L(ANB) = 0 dir.

b) A< ANB oldugundan A(A) < A(ANB) < A(A)+ n(B) = A(A) ola-
cagindan A(A U B) = A(A) elde edilir.

10. Herbir A c R kiimesi icin A € G ve A(A) = A(G) olacak sekilde
G c R kiimesinin varligin1 gosteriniz?

Coztim: G = A U B alalim. Eger B sayilabilir bir kiime ise A(B) = 0 ola-
cagindan istenen durum gergeklenir.

A c A U B oldugu dikkate alinirsa,
L(A) < XM(AUB) <A(A) +1(B) = A(A)
olur. Bu ifade asagida kullanirsa
A(A) <A(AUB) <A(A)
elde edilir. O halde A(A) = A(G) saglanir.

11. X Lebesgue olciisii olmak iizere, A € R kiimesi A Ol¢iilebilir olsun.
A+x={a+x:a€A}
kiimesi de A dlciilebilirdir.
Cozim: A + x kiimesinin A 6l¢iilebilir olmasi icin 1.17. teorem geregi

her E c R icin
ME)=MENn(A+x)+MEN (A+x)YH
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oldugu gosterilmelidir. Hatirlatmak gerekirse
EN(A+x)=[(E—=x)NA]+xveEN(A+x)'=[(E—x)NAY +x
esitlikleri gerceklenir. Gergekten bu esitliklerden birincisini elde edelim:
yeE[EN(A+x)]oy€eEEAYyEA+X
SVYEEAYy—XEA
Sy—XEE—XAy—x€A
<y—x€E[(E—x)NA]
sSyel(E—x)NAl+x
bulunur. 1.9. teorem kullanilirsa

MEN(A+x)=M[(E—x)NA] +x) = A([(E—x) N A])
ve
MEN(A+x)YH) =A[(E—-x)N AT +x) =A([(E—x) nA])

elde edilir. Buradan A kiimesinin Lebesgue 6l¢iilebilir olmasi kullanilarak

MENA+x))+MENA+x) =M(E=x)NA)+ (E—x) N A"
= AE - x)
= M(E)
gerceklenir. Yani sonuc olarak A + x kiimesi A 6l¢tlebilirdir.

12. a > 0 olmak iizere A c R igin
aA ={aa:a € A}
olsun. Bu durumda
A(aA) = ai(A)
oldugunu gosteriniz.

Cozim: (1) = (% ]n) olmak iizere

X(GA)Zinf{if(ln):aAgCJIn : (In)Z((Cn;dn))}

—1nf{Z€(] ): ACU ., U.)=((c,.d, ))}

—1nf{Z£(ocI)A 01 (1.)= ( j}
=a- 1nf{2£(l ):Ac 0 }

=a-AMA)
elde edilir.

28
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13. Cantor kiimesinin 6l¢iistinii bulunuz.

Coziim: Cantor kiimesi;

c=c,
n=1

oldugunu Kiimeler Cebiri konusundan biliyoruz. Buna gore;

AMCH =1
MC)=1-32
1 2
MCy) =1- 379
1 2 4
MC)=1-3-5-37
olup
o0 anl
AMC)=1- —=1-1=0
n=1
A(C)=0
bulunur. //

Bu 6rnekten su sonucu ¢ikarabiliriz: Sayillamayan fakat 6l¢iisii sifir olan
kiimeler vardur.

14. v Lebesgue 6lcli olmak tuzere, X, R kiimesi v 6l¢iilebilir olsun. Her
A € X alt kiimesi ve X'de tanimh her 0lciilebilir, negatif degerler almayan f
fonksiyonu igin,

v(A):jf

ile tammhmlansin. Oteleme altinda degisip degismeyen bir kiime fonksiyonun
olup olmadigini arastiriniz.

Cozim: t € R icin
v(A+t)= [f=[f+[f= [f=v(A)
A+t A t A+t
olur. Buna gore v kiime fonksiyonu oteleme altinda degisir. Buna gore
Lebesgue 6l¢ii tanimlanamaz.

15. Olgiilebilir kiimelerin bir dizisi (Ei) olsun. Eger En kiimeleri ikiser
ikiser ayrik ise, bu takdirde
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u([jEanjipwEn)
dir.

Ispat: Olgiilebilir ikiser ikiser ayrik kiimelerin sonsuz bir dizisi (Ei) ol-
sun. Bu takdirde

JE. 2E,
k=1 k=1
dir ve boylece
H(UEkJ 2 M(UEkJ = Z}V(Ek)
k=1 k=1 k=1
olur. Bu esitsizligin sol tarafindaki ifade n’den bagimsiz oldugundan dolay,

M(UEkj 2 zk(Ek)

k=1 k=1

elde ederiz. Oteki yondeki esitsizlik sayilabilir alt toplamsalliktan elde edilir ve
dolayisiyla

u{[]EnJSjiLwEn)

elde ederiz.

16. Olciilebilir bir kiimenin tiimleyeni 6lciilebilirdir ve élgiilebilir kii-
melerin sayilabilir birlesimi (ve arakesiti) dlciilebilirdir.

Cozim: Olgiilebilir kiimelerin smifim M ile gdsterirsek M bir o-
cebiridir. Bu ise dlciilebilir kiimelerin sayilabilir bir birlesimi olan bir E kiime-
sinin Ol¢ilebilir oldugunu géstermemiz yeterli olacaktir. 15. 6rnekten dolays,
boyle bir E kiimesi ikiser ikiser ayrik 6lciilebilir kiimelerin bir dizisinin birle-

simine esit olmalidir. A herhangi bir kiime olsun ve F, =UEk olsun. Bu takdir-
k=1

de Fn olgilebilirdir ve F, | JE,=E oldugundan, E* cF{ dir. Buradan
k=1
ANE'c AnF. vedolayisiyla \(ANE"Y) c A(ANnF}) oldugundan,
MA) =A(ANF)+A(ANF) =AMANF,) +A(ANEY
1.15. teoremden dolayy,

k(Aan):k[Ar{oEkD:ik(AmEk)

k=1
bulunur. Boylece
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X(A)Zik(AmEk)+k(AmEt)

olur. Bu esitsizligin sol tarafi n’den bagimsiz oldugundan dolayi, A'nin sayilabi-
lir alt toplamsalligindan dolay,

k(A)Zzn:k(AmEk)+k(AmEt)

k=1

Z{K(AmOEkﬂHu(AmEt)

=AANE)+A(ANEYH
elde ederiz. O halde sayilabilir adetteki 6l¢iilebilir kiimenin birlesimi olan E
kiimesi 6lciilebilirdir. Olgiilebilir kiimelerin sayilabilir birlesimi 6lciilebilirdir.
Olgiilebilir bir kiimenin tiimleyeni de dlciilebilir oldugundan dolays, élgiilebilir
kiimelerin sayilabilir arakesiti de 6l¢iilebilirdir.

17. (a, «0) aralig1 dlciilebilirdir.

Cozlim: A herhangi bir kiime olsun.
A, =ANn(a+x),A, =ANn(—w,a])
yazalim. Bu takdirde A(A) > A(A;)+ A(A,) oldugunu gostermeliyiz. Eger
L(A) = oo ise bu takdirde ispat edilecek bir sey yok. Eger A(A) < o ise verilen

€ > 0 i¢cin agik araliklarin A’y1 6rten ve ZK(IH)SK(A)Jrs olacak sekilde sayila-

n=1

bilir bir sinifi vardir. I';), =1, Nn(a, ) ve I, = [, N (— »,a] yazalim. Bu tak-
dirde I';, ve I, ler araliklardir (ya da bos kiimedir) ve

I)=(A"D+ A" H=20")+r1")
olur. A; €U I’  oldugundan,

AMAD) <AUI') < XA
ve A, CU["”  oldugundan dolays,

AA) S AUI”) <X A1)
elde ederiz. Boylece

AMAD +AA) < T D+AA"YD) <X (1) SA(A) +e
elde edilir. € rast gele bir pozitif say1 oldugundan dolayi, L(A,) + A(A,) < A(A)
elde edilir.

18. Her Borel kiimesi 6lgiilebilirdir. Ozel olarak her bir acik kiime ve
her bir kapali kiime 6lgiilebilirdir.
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Cozim: Olgiilebilir kiimelerin smifi bir 6-cebiri oldugundan dolay1 ve
(—o,a) = (a,0)" oldugundan her bir a igin (—oo,a) kiimesi olgiilebilirdir.
(=0, b) = U(— 0, b—lj oldugundan dolay1 (—oo,b) kiimesinin o&lctlebilir

n=1 n
oldugunu elde ederiz. Buradan her agik aralik (a,b) = (—,b) N (a,+x) sek-
linde yazilabildiginden ve 6lgiilebilir iki kiimenin arakesiti de 6l¢iilebilir oldu-
gundan, her (a,b) acik araligi 6lciilebilirdir. Her bir acik kiime ac¢ik araliklarin
sayilabilir bir birlesimine esit oldugundan 6lciilebilirdir. Boylece M acik kii-
meleri iceren bir c-cebiridir ve dolayisiyla Borel kiimelerinin 3 smifin1 kapsar.
Ciinki B Borel kiimeleri simifi acik kiimeleri iceren en kii¢iik c-cebiridir.

Bu ornekteki B sinifinin (a, +o) seklindeki biitiin araliklar1 iceren en
kiiciik o-cebiri olduguoldugu gerceginden ve M’nin (a,+o0) seklindeki biitiin
araliklari iceren s-oldugu gercgegiden de elde edilir.

KAYNAKCA

1. Prof. Dr. Mustafa BALCI, Reel Analiz, Universite Yayinlary, [stanbul,
2012.

2. Dog. Dr. Nese DERNEK, Reel Analiz Coziimlii Problemler, Ankara,
2013.

3. Prof. Dr. Ertan IBIKLI, Reel Analiz Ders Notlari, Ankara Universitesi
Internet Ders Notlary, 2020.

4. Prof. Dr. Hiseyin CAKALLI, Reel Analiz Ders Notlari, Maltepe Univer-
sitesi Internet Ders Notlari, 2019.

5. Prof. Dr. Tun¢ Misirlioglu, Reel Analiz Ders Notlari, [stanbul Kiiltiir
Universitesi Internet Ders Notlary, istanbul, 2011.

6. Gerald A. Edgar, Ohio Universitesi, Cev. Prof. Dr. H. Hilmi Hacisalihog-
lu, Ol¢ii, Topoloji ve Fraktal Geometri, Nobel Yaylari, Ankara, 2006.

7. Dog. Dr. Sebahettin SEVGIN, Reel Analiz Ders Notlari, Van Yiiziincii
Yil Universitesi internet Ders Notlari, 2020.

8. Ogr. Gor. Fuat Ergezen, Reel Analiz Ders Notlari, Istanbul Teknik Uni-
versitesi Internet Ders Notlari, 2020.



www.matematikl.com

33



