8. BOLUM
CISiMm

CiSIM KAVRAMI

8.1. Tanim: A # J ve A kiimesi lizerinde sirasi ile * ve O islemleri
tanimlansin. Eger (A, %, O) sistemi iizerinde,

C1) (A, *) sistemi degismeli grup,

C2) (A, O) sisteminin etkisiz elemani e olmak tizere (A-{e}, O) sistemi
degismeli grup,

C3) A kiimesinde O islemi * islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma
ozelligi var,

C1, C2 ve C3 aksiyomlarini saglyorsa (A, *,) sistemi bir cisimdir.

Ornek: Q rasyonel sayilar olmak iizere (Q, +, *) sistemi cisimdir.

Cozum: C1) (Q, +) bir grup mudur?

ace
G1) Herg,a,? € Q, (b, d, f#0) olmak tlizere,
a N (E N E) B a-d-f+b-c-f+b-d-e B (3 N f) N e
b \d f/ b-d-f “\b d f

olup birlesme 6zelligi vardir.

a
G2) Her 5 € Q, (b#0) ve ey birim (etkisiz) eleman olmak iizere,

a a
E+e0=glsee0=OEQ

elde edilir.
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a
G3) Her 5 € Q, (b= 0)ve 5 sayisinin X! ters eleman olmak iizere,

a -1 : _1_ a
b+x = 0isex =5

bicimindedir.

a c a ¢ ad+bc c
G4)Hel’g.a€Q,(b,diO)olmakﬁzere—-}-—:———

b d bd d
O halde (Q, +) degismeli bir gruptur.

C2) (Q, -) bir grup mudur?

G1) Her

olup birlesme 6zelligi vardir.

G2) Her b € Q, (b+0) ve ey birim (etkisiz) eleman olmak iizere,

a
-e0=giseeo=1e(@

ol

elde edilir.

a a
G3)Her— € Q, (b= 0) ve—

b b sayisinin x~ ! ters eleman olmak iizere,
E e O -1 _ _h
X = lisex " = a,(a;tO)
bicimindedir.
ac
G4) Her E , a € Q, (b, d#0) olmak iizere
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degisme 6zelligi vardir. O halde (Q, - ) degismeli bir gruptur.

ace
C3) Herg,a,? € Q, (b, d, f#0) olmak lizere

a (£+E) __a'c'f+a'e'd_£+ﬁ_ (3 £)+(3 E)
a)b d f/  bdf  bd bf \b d b f

b (3+£) E_—a'd'leb'C'e_EJrE_ (3 E)+(£ E)
)b d/ f  bdf  bf df \b f d f

olup carpmanin toplama tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir.

C1, C2 ve C3 aksiyomlarini saglandigindan (Q, +,.) sistemi cisimdir.

8.1. Not: Bir R cisminde R\{0} kiimesi bir grup olacagindan R = {0}
halkasi bir cisim olamaz. O halde “bir cisim en az 2 elemanhdir” olur.

Ornek: i) (R,+, -) sistemi cisimdir.
ii) (C,+, -) sistemi cisimdir.
iii) (Z, +, +) sistemi cisim degildir.
Bu 6rnegin ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.
Ornek: H={a+bi+cj+dk:ab,cd€ER,i?=j?=k?=ik=-1}
kiimesi olarak tanimlanan Hamilton sayilarinin olusturdugu (H, +, -) sistemi
cisim degildir. Gergekten;

k=ij#ji = —k

olacagindan degisme 6zelligi yoktur. Su halde cisim degildir.

CISIMDE TAMLIK BOLGESI
8.1. Teorem: Her cisim bir tamlik bélgesidir.

ispat: F bir cisim, a,b € F, a # 0 olsun. b = 0 oldugunu géstermemiz ye-
terlidir. F bir cisim oldugundan a~! € F vardur.

ab=0<al(ab)=a10
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<@ Ta)b=0
<1-b=0
<b=0

8.2. Teorem: Her sonlu tamlik bélgesi bir cisimdir.

ispat: F = {0,1,a4,a,,:*+,a,}, n + 2 elemanli sonlu bir tamlik bolgesi ol-
sun. G = F\{0} diyelim. Her x € G nin ¢arpma islemine gore bir tersinin oldu-
gunu gostermemiz yeterlidir. 1'in tersi 1'dir. a, in tersinin oldugunu gostere-
lim.

a;G = {a;,a;a1,a1a,,*+,a;a,} kiimesine bakalim. Carpma islemi kapal
oldugundan ve F tamlik bélgesi oldugundan bu kiimedeki elemanlarin hepsi
G'nin elemanlaridir. Ayrica bu elemanlarin hepsi birbirinden farkhdir. Gergek-
ten;

i) 3iicin a; = a;a; olsaydi a; = 1 olurdu.
ii) 3i#j ve i#]j icin a,a; =a,a; olsayd1 a,a; —a;a; =0 olup
a;(aj — a;) = 0 olurdu. F bir tamlik bélgesi oldugundan a; — a; = 0 olup a; = a;

olurdu.

Biz burada a; icin gosterdik. Benzer sekilde digerlerinin tersinin oldugu
da gosterilir.

Sonug olarak, her iki kiime de n + 1 elemanl oldugundan, a;G = G bu-
lunur. 1 € G oldugundan 3 j i¢in a;a; = 1 olmalidir ki bu da a;l = a; € F oldu-

gunu gosterir.

Ornek: Zs = {0, 1, 2, 3,4} sonlu bir tamlik bélgesi olup bir cisimdir. Da-
ha genel olarak p asal ise Z, bir cisimdir, aksi halde degildir.
8.1. Sonug: Tamlik 6zeligine sahip bir siral cisim vardir.

8.2. Sonug: Tamlik 6zeligine sahip biitlin sirali cisimler birbirine izo-
morftur.

8.3. Teorem: Rasyonel sayilar kiimesinin tamlik 6zeligi yoktur.
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ispat: S={x€ Q: x? < 2} kiimesini g6z oOniine alahm. S <€ Q diir.
12 < 2 oldugundan, 1 € S dir. Oyleyse, S # & dir. Ayrica, 2 sayisi S’'nin bir iist
siridir. Q € R oldugundan, S € Q dir. Oyleyse, S'nin R icinde bir en kiiciik
{ist sinir1 vardir. R kiimesinin iist sinirlarinin en kiigiigiiniin v2 oldugu ispat-
lanabilir. V2 ¢ Q oldugundan, Q rasyonel sayilar kiimesinin tamlik 6zeligine
sahip olmadig1 anlagsilir.

CISIMDE IDEALLIK

8.4. Teorem: R halkasi1 birim elemanli ve degismeli olsun. Eger R'nin
{0} ve R olan sadece iki tane ideali var ise R'nin bir cisim oldugunu gosteriniz.

ispat: Her 0 # a € R icin ba = 1 olacak sekilde bir b € R elemaninin
varligini gostermeliyiz.

0 # a € R verilsin. Ra = {xa : x € R} kiimesini diisiinelim. Ra nin bir id-
eal oldugunu gosterelim:

i)0-a=0olup 0 € Radir. (x = 0 alinirsa)
ii) xa,ya € Raisexa—ya=(x—y)a€Ra, (x—y ER)

iii) xa € Rave r € R alalim. r(xa) = (rx)a € Ra dir, ¢iinkii rx € R dir. Ay-
rica R degismeli oldugundan (xa)r € Ra dir.

Su halde Ra bir idealdir. O zaman Ra = {0} veya Ra = R olmalidir.
Ra = {0} olamaz, ¢linkii 1-a =a € Ra ve a # 0 se¢ilmisti. O zaman Ra =R
olur. 1 € R oldugundan 3b € R i¢cin ba = 1 olmalidir. O zaman a ! =b € R
olur.

Ornek: F bir cisim, R bir halka ve ¢ : F = R bir halka homomorfizmasi
olsun. ¢'nin ya sifir homomorfizmasi ya da 1-1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: Cek(d) nin F'nin ideali oldugunu biliyoruz. F bir cisim oldugun-
dan idealleri sadece {0} ve F dir. Cek($) = {0} ise ¢, 1-1 dir. Cek(p) = F ise ¢
sifir homomorfizmasidir.
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8.5. Teorem: R degismeli ve birim elemanli bir halka, M'de onun bir
ideali olsun. M maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart R/M cisim olma-
sidir.

Ispat: =: M, R’'nin maksimal ideali olsun. O halde M # R olup R/M en az
iki elemanli bir halkadir. Ayrica; R degismeli ve birim elemanlh oldugundan
R/M de degismeli ve birim elemanhdir (bkz halka). R/M nin cisim oldugunu
gostermek icin sifir hari¢ (yani M + 0 harig) her elemanin ¢arpma islemine
gore tersinin oldugunu gostermeliyiz. R/M halkasinin sifir1 M + 0 = M oldu-
gundan M # M + x € R/M elemanini segelim. Bu durumda x € M olur. Simdi

[={m+rx: meM,re€R}
kiimesini diisiinelim. Bu kiimenin bir ideal oldugunu gostermek okuyucuya
birakalim. Her m € M icin m =m +o0-x € I oldugundan ve x =0+ 1-x €]
fakat x € M oldugundan M & I sartinin saglandig1 gorilir. M maksimal oldu-
gundan [ = R olmalidir. 1 € R oldugundan 1 = m + ax olacak sekilde m € M,
a € Rvardir. Buna gore 1 — ax € M dir. Buradan

M+a)(M+x)=M+ax=M+1
sonucu bulunur. O halde M + x in ¢carpma islemine gore tersi M + a dir.

<: M, R'nin bir ideali ve R/M bir cisim olsun. Bir cismin sifir ile birim
eleman: farkli oldugundan M # M + 1 olup 1 € M dir. O halde M # R dir.
M & I & R olacak sekilde bir I idealinin oldugunu kabul edelim. x € I\M alalim.
x € M oldugundan M + x # M olup M + x in R/M icgerisinde carpma islemine
gore tersi vardir. M + x in tersine M + a diyelim. O halde
M+x)((M+a)=M+xa=M+1
olup1 —xa € M & I olur. x € [ ve I ideal oldugundan xa € I dir. Bu ylizden
1=(1-xa)+xa€l
olur. Buise I = R oldugunu gosterir. Buna gére M maksimal idealdir.

8.2. Tanim: (F,+, *) cismini gz ontline alalim. Her x € F i¢in,x-n =0
esitligini gercekleyen en kiiciik, n dogal sayisina (F, +, - ) cismin karakteristigi
denir. Bu sart1 saglayan boyle bir dogal say1 yoksa cismin karakteristigi sifirdir
denir.

Ornek: (Z,,,®,®) cisminde 3 sayisinin karakteristigi 2 dir. Ciinkii,
3®2=0
dir.
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8.3. Tanim: (F , +, ¢ ) sirali cisminde F ’ nin bos olmayan her S alt kii-
mesinin bir list sinir varsa, S’ nin F i¢inde en kiigtik {ist sinir1 varsa S kiimesine
tam olmasi (ya da tamlik 6zeligine sahip olmasi) denir.

CiSiM GENISLEMESI

8.4. Tanim: E ve F birer cisim olsun. F c E ve E’'deki islemlere gore F'de
kendi basina bir cisim ise F’ye E’nin bir alt cismi ve bu durumda E’ye F'nin bir
genislemesi denir. Bu durum E/F ile gosterilir.

Ornek: Q, R'nin bir alt cismidir. Baska bir ifade ile R, Q'nun bir genis-
lemesidir.

8.6. Teorem: E, F'nin bir genislemesi ve S c E bir alt kiime olsun. E’nin
F ve S’yi kapsayan biitiin alt cisimlerinin ara kesiti F(S) ile gosterilir ve bu cis-
me F’ye S'nin elemanlar1 katilarak elde edilen cisim denir. Buna gore olusan
F(S) en kiiciik cisimdir.

Ornek: Q ve /2 yi kapsayan en kiiciik cisim
Q(W2)={a+bV2:abe Q)
dir. Gergekten, Q(v2) nin Q ve V2 yi kapsayan cisim oldugunu gostermek
okuyucuya birakilmistir. Ayrica bir cisim Q ve V2 yi kapsarsa her a,b € Q i¢in
a + bv/2 nin de bu cisimde olacag agiktir.

8.5. Tamim: E, F’'nin bir genislemesi ve a € E olsun. f(a) = 0 olacak se-
kilde bir f(x) € F[X] polinomu varsa a’ya F lizerinde cebirsel eleman denir.

Ornek: a€F ise a, F flzerinde cebirseldir. Cinkii a elemani,
X — a € F[X] polinomunun kokudur.

Ornek: 1 +iV2 € C elemani Q tzerinde cebirseldir. Ciinki 1 +iv?2,
x? — 2x + 3 € Q[X] polinomunun bir kokiidiir.
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Ornek: 1 sayisi, Q iizerinde cebirsel degildir. Ciinkii 7 sayis1 irrasyonel
say1 olup bir rasyonel polinomun kékii olamaz.

8.2. Not: a € E, F lizerinde cebirsel olsun. Su halde bir f(x) € F[X] i¢in
f(a) = 0 dir. F[X] bir tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilen bolge oldugu i¢in p;(x) ler
F[X] de asal polinomlar (¢arpanlara ayrilamayan polinomlar) olmak tiizere
f(x) = L(X)P,(X) ... P.(X) seklinde yazilabilir. 0 = f(a) = p,(a)p,(a) ...p.(a),
P.(a) € E ve E cisim oldugundan bir i indisi i¢in p;(a) = 0 olur. Genelligi boz-
madan p;(X) polinomlarini, monik polinom yani en biiyiik dereceli katsayisi 1
olan polinom olarak alabiliriz. Su halde a € E cebirsel elemani F[X] deki asal ve
monik bir polinomunun kokii olur.

Gergekten, S(X) baska bir asal ve monik polinom ve S(a) = 0 olsaydy;
(P(X),S(X)) =1 oldugundan, AX)P(X) + B(X)S(X) =1 olacak sekilde
A(X), B(X) € F[X] bulunabilirdi. Buradan

1 =A(a)P(a) + B(a)S(a) =0
celiskisi elde edilirdi.

8.6. Tanim: F iizerinde cebirsel, a € F nin sagladig: asal ve monik poli-
noma a’nin F iizerinde sagladig1 polinom denir. Pz(a, X) ile gosterilir. d°Pg(a, X)
e de a'nin F lizerindeki derecesi denir.

8.7. Teorem: a, F iizerinde cebirsel ve icin f(x) = 0 ise Pz(a,X) | f(x)
dir.

ispat: Pg(a, X) t f(x) olsaydi, aralarinda f(x) € F[X] asal oluyorlardi. 8.2.
Notta yapila ispata benzer bir yolla bir geliskiye varilir.

Ornek: Py(a, X) = x* — 2

8.7. Tanim: E, F'nin bir genislemesi ise E’ye F-vektor uzayi olarak ba-
kabiliriz. BoygE = [E: F] ye E’'nin F lizerindeki boyutu veya E/F genislemesinin
mertebesi (derecesi) denir.

Ornek: [Q(\/E) : Q] = 2 dir. Q(+/2) nin Q iizerindeki bir tabani olarak
{1,/2} alinabilir.
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8.8. Teorem: a € E, F lizerinde cebirsel ve Pr(a,X) in derecesi n > 1
olsun. Bu takdirde;

i) [F@@): F]=n

ii) F(a) nin bir F-tabani {1, a,a?, ...,a" 1}
dir.

Ispat: (ii) gosterilirse (i) de ispatlanmis olur. Her b € F(a) nin b; € F
olmak lizere
b=by+b;a+b,a®?+--+b,_;a"?
seklinde tek tiirlii olarak yazilabilecegini gosterelim.

b’nin bu yazilisinin tekligini gosterelim. Soyle ki, baska bir yazilisi
b=by+b'ya+b',a?+--+b_ja"?!
olsun. Burada
0=(bg—b'g) +(by —b')a+ (b —b';)a® + -+ (by_y —b'y_y)a""!
bulunur. Bu ise a'nin F iizerinde derecesi n — 1 den Kkii¢iik olan bir polinomun
kokii olmas1 demektir. Bu ise d°Pz(a,X) = n ile celisir. Buna gore her i icin
b; — b’; olmalidir.

Simdi de yazilisin varligini gosterelim;

Pe(a,X) =C"+ Cp_qa™ 1+ -+ Cy
olsun. Buradan

a = —Cp_qa" 1= = C,
bulunur. Tlimevarimla, her r € N i¢cin

a" =by+b;a+bya®+--+b,_;a"?
oldugu gosterilebilir. Su halde F ve a’y1 kapsayan en kii¢iik halka,

Fla] = {by +bya+bya®+--+b,_sa"1:b; € F}
dir. F[a] c F(a) oldugu aciktir. Eger F[a] nin cisim oldugunu gosterirsek esitlik
bulunur. b € F(a) alalim. @,: F[a] = F[a], @,(f(x)) = f(a) doniisiimiintin drten
bir homorfizmadir. Bu doniisiimiin 6rte ve homomorfizma oldugunu goster-
meyi okuyucuya birakiyoruz. F[X] in temel ideal bolgesi oldugu géz oniinde
tutarak, Cek ¢, = (Pg(a,X)) Bulunur. Pz(a,X) asal oldugundan, Cek ¢, asal
ideal, fakat temel ideal bolgesi de asal idealler maksimal oldugundan Cek ¢,
maksimal idealdir. Su halde F[a]/Cek ¢, = F[a] cisimdir.

8.8. Tanim: F[a] cismine, F'ye a katmakla elde edilen basit genisleme
denir.
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8.9. Tanim: E, F'nin bir genislemesi olsun. Her a € E, F lizerinde cebir-
sel ise E'ye F'nin bir cebirsel genislemesi denir.

8.9. Teorem: [E : F] = sonlu ise E, F'nin cebirsel genislemesidir.

ispat: a€E[E:F] =nolsun. 1,a,a? ...,a" E'nin n+1 eleman: oldugun-
dan, F tizerinde ¢y + ¢; a + ¢y a2 + -+ + ¢,_1a" 1 = 0 olacak sekilde hepsi sifir
olmayan c; € F ler bulunabilir. (Buna lineer cebir derslerinde lineer baghdir
denecek.) Bu ise, a'nin

Co+cy X+ ¢y X2+ -+ + ¢ X" € F[X]
polinomunun bir kékii olmasi demektir. Yani a, F lizerinde cebirseldir.

8.10. Teorem: [E : F] = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart E = F olmasi-
dir.

ispat: =: {a}, E'nin F lizerindeki bir tabani olsun. Su halde her b = aq,
(a € F) sekilde yazilabilir. Ozel olarak b = 1 igin 1 = a,a, (ay € F) olacagindan
o = a;! € F bulunur. Buradan E = F ¢ikar.

«&: Yeterlilik ispat1 agiktir.

8.11. Teorem: E c F c G l¢ cisim olsun. [F: E] ve [G : F] sonlu ise
[G : E] de sonlu ve [G : E] = [G : F][F : E] dir. Ayrica {o, ay, a3, ..., a,}, G'nin F
tabanm1 ve {f4,B2,B3,-.-,Bn}, Fnin E-tabanm ise {;fi:1<i<n1<j<m}
G’nin E-tabani olur.

Ispat: x € G olsun. x= Z:aioci olacak sekilde a; € F ler bulunabilir. Diger

i=1

taraftan, her i icin a, =Zb1ij olacak sekilde b;; € E ler bulunabilir. Her iki

=1

esitlikten, x :ZZbiijai bulunur. Su halde her x € G, «;; lerin bir dogrusal
i=1 j=1

bilesenidir. Diger taraftan o;f; lerin E tlizerinde dogrusal bagimsiz oldugunu

gosterelim.

Zn:icijo‘iﬁj =0

i=1 j=1
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i=1 \_j=1

i(ibiijJai =0, {a;}

dogrusal bagimsiz oldugundan, her i icin Z‘ciiBi =0, {B;} dogrusal bagimsiz
j=1
oldugundan, her i ve her j i¢in ¢;; = 0 bulunur.

8.12. Teorem: o, ve oy, F lizerinde cebirsel iseler F(ay, a;), F lizerinde
sonlu cebirseldir.

ispat: ay, F lizerinde cebirsel oldugundan [F(a,) : F] sonludur. oy, F
lizerinde cebirsel oldugundan F(a;) tUzerinde de cebirseldir. Clnki
F[X] < F(ay)[X] dir.

Su halde F(a4, a;), F(a;) Uzerinde sonlu ve F(a,), F tizerinde sonlu oldugun-
dan 8.11. teoreme gore F(a4, o), F lizerinde sonlu ve

[F(ay, az): F] = [F(ay, F(ap)][F(ay) : F]
dir. Ayrica sonlu bir genislemenin cebirsel oldugunu 8.9. teoremden biliyoruz.

8.3. Sonu¢: o;,a,,03,..,0, F lzerinde cebirsel iseler
F(ay,a;,,as, ..., a,), F lizerinde sonlu ve cebirseldir.

8.13. Teorem: o ve B, F lizerinde cebirsel iseler a & f3, ch,% (B#0)da

F Gzerinde cebirseldir.

ispat: F(a, B) nin F iizerinde cebirsel oldugunu 8.12. teoremden biliyo-
ruz. a + f3, aB,% (B # 0), F(a, B) nin elemanlar1 oldugundan bu elemanlar da F

lizerinde cebirseldir.
PARCALANIS CiSIMLERi ve NORMAL GENiSLEMELER

Bu kisimda F cismini, aksini ifade etmedikge, Q rasyonel sayilar cismi-
nin bir genislemesi olarak alacagiz.
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8.14. Teorem: f(x) € F[X] olsun. Bu takdirde f(x) in bir kokiint bulun-
duran F’'nin bir E genislemesi vardir.

Ispat: f;, f 'nin bir asal béleni ise f; in bir kokii f 'nin de bir kokii olur.

Onun i¢in, genelligi bozmadan f’yi asal polinom olarak alabiliriz.

[=(f) =fF[X]
ideali asal, su halde maksimal olacagindan, ¢iinkii F[X], temel ideal bolgesidir.
Bu sebepten F[X]/I cisimdir. F - F[X]/I, (a —» a™I) doniisiimi 1-1 homomo-
fizmadir. Su halde F[X]/I = E cisminin F’ye izomorf bir alt cismi vardir. Yani,
E/F dir. Diger taraftan a = X + I € E dersek, f(X) € I oldugundan

fla) =fX)+1=1
esitliginden a € E nin, f(X) in bir kokii oldugu gotiiriir.

8.15. Teorem: f(x) € F[X] olsun.
FX)=][(X-,) (o €E,d’f=n)
i=1
olacak sekilde F'nin bir E genislemesi vardir.

ispat: F bir cisim ve f(X) i monik polinom olsun. 8.14. teoremden, f(X)
in bir kokii a; € E; olacak sekilde bir E; /F genislemesi vardir.

f(x) = (X — oy)f; (X) ise teoremi f;(X) e uygulayarak, f; (X) in bir kokii
a, € E, olacak sekilde bir E,/F genislemesi vardir ve f;(X) = (X — ay)f,(X)
olur. Benzer sekilde devam edilirse

f(X) = (X - al)(X ] 0(2) (X - an)gn(x): (ai € Ep, gn(x) €E, [X]
olacak sekilde F c E; € E, c -- Cc E,, genislemeler dizisi elde edilmis olur.
Fakat d°f = n oldugundan d°g,, = 0 ve monik oldugundan, g, = 1 dir. Su halde
E, = E genislemesi f 'nin biitiin kéklerini (d°f = n tane) kapsar.

8.10. Tanim: f(X) € F[X] in biitiin koklerini F'ye katmakla elde edilen
genislemeye f 'nin F lizerindeki parcalanis cismi denir ve Ey ile gosterilir.//
Tanimdan hemen anlasildig gibi, f 'nin pargalanis cismi Eg, F ve f'nin

koklerini kapsayan en kiictik cisimdir.

8.4. Sonug: f, f;, f5, ..., f,, F[X] de polinomlar olsunlar. Her f; polinomu
E[X] de lineer ¢arpanlara ayrilacak sekilde bire E/F genislemesi vardir.
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8.11. Tanim: F[X] de sabitten farkli her polinom F[X] de dogrusal car-
panlara ayrilabilirse F cismine cebirsel kapali denir.//

XIX. yuzyillin basinda Gauss'in karmasik sayilar cisminin 6énemli bir
ozelligini isaretleyen su teoremden C karmasik sayilar kiimesinin cebirsel ka-
pal1 bir cisim oldugu anlasilir.

8.16. Teorem: C[X] deki sabit olmayan her polinom C[X] de dogrusal
carpanlara ayrilabilir.

Ornek: f(X) = x3 — 2 polinomunun Q iizerindeki parcalanis cismini
bulunuz.

Cozim: € deki kokleri w=(-=1+iV3)/2 olmak iizere
V2,V2w, V2w? dir. Su halde Eq = Q(¥2, V2w, ¥2w?) dir. Bu cismi biraz daha
basit bir sekilde yazalim.

V2,32w e Egise w € Eq

w,V2 € Eq ise Q(W,w) c Eq
dur. Tersine, V2, w € Q(i/z w) oldugundan V2, V2w, V2w? € Q(W, w) ve
Ep = Q(¥2,w) bulunur. $u halde Eq = Q(32, w) dir. Simdi de [Eq : Q] yi he-
saplayalim.

Po(w,x) =x2 +x+1,Py(V2,x) = x2 =2
oldugundan

[Q(w): Q] =2,Q(V2,Q) =3
diir. 2 |[Eq : Q] ve 3 |[Eq : Q], OBEB(2;3) = 1 oldugundan 6 |[Eq : Q] bulu-
nur. Fakat

[Eq : @] = [@(VZ,w) : Q(¥V2)I[Q(V2,): Q] ve [Q(V2,w):Q(V2)] < 2
oldugundan [EQ : (@] < 6 dir. Buradan [EQ : Q] = 6 elde edilir.

Ornek: f(x) = x" — 1 polinomunun Q iizerindeki parcalanis cismini
bulunuz.

Coziim: f 'nin kokleri w = e?™/M olmak tizere, 1,w,w?,...,w" ! dirler.
Her w! (i = 1,2,...,n) Q(w) de oldugu icin Ef = Q(w) dir. Bu cisme n. daire
boliimii cismi denir. Simdi [Q(w) : Q] yi bulalim.
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n = 2 ise w = —1 olacagindan Q(w) = Q ve [Q(w) : Q] = 1 dir.

n =p > 2 olsun.

XP—1=x—-1DEP T+ +x+1Dvef(x) =xP 1+ +x+1€Zx]
de asal oldugundan Py (t,x) = fve d°f = p — 1 olur. Su halde [Q(w) : Q] =p —
1 dir. n herhangi bir tamsay1 ise w'nin sagladig1 asal polinomu bulmak biraz
daha karisiktir. Genel halde [Q(w) : Q] = @(n) dir. Bu esitligi ispatlamadan,
n = 4 icin 6rnekle gosterelim. x*—1= (x—1)(x+ 1)(x? + 1) oldugundan
w = e?™/* = nin Q iizerinde sagladif polinom, Py(i,x) = x* + 1, su halde

[Q(w) : Q] = @(4) = 2dir.

Ornek: p asal, f(x) = xP —a € Q[x] asal polinomunun Q iizerindeki
parc¢alanis cismini bulalim ve [E¢ : Q] yi hesaplayalim. xP — a nin kékleri;

al/P al/Pw, ... al/Pw?2, (w= eZ‘ITi/p)
dirler. Bu durumda E¢ = Q(al/P, w) dir.

[Q(w): Q] =p—1 ve [Q(a¥?): Q] =p dir, OBEB(p,p—1) =1 ol-
dugundan [E¢: Q] = p-(p — 1) elde edilir.

8.17. Teorem: f(x) in katli bir kékii varsa f(x) ve f'(x) in F[x] de sabit
olmayan ortak bir carpanlari vardir.

Ispat: =: a, f(x) in kath bir kokii ise f(x) = (x — a)"g(x) seklindedir. (Bu
yazilis E¢[x] de veya C[x] de diislinebiliriz.) Tiirev 6zelliklerinden,

f'(0) = n(x—a)" " 'g(x) + (x—a)"g'(%)
oldugunu bildigimizden, n > 1 oldugundan f'(a) = 0 elde edilir.

Eger f ve f’ nin F[x] de sabitten farkli ortak carpanlari yoksa,
1 = af(x) + Bg(x) olacak sekilde a, B € F[x] bulunabilir. Bu esitlikte x yerine a
yerlestirilirse 1 = 0 bulunacagindan bir ¢eliski elde edilir. Su halde, F[x] de f
ve f' niin sabit olmayan bir ¢carpanlari vardir.

&: a, fve f' niin bir ortak kokii ise a, f 'nin kath bir kokuidur.

8.18. Teorem: f € F[x] asal polinomunun biitiin sifirlar sabittirler.

ispat: Genelligi bozmadan f 'yi monik polinom olarak alabiliriz. Kabul
edelim Ki, f 'nin katli bir kokii var. Bu durunda d°f > 2 dir. Onceki 6nermeden f
ve f' niin F[x] de sabitten farkli bir ortak boélenleri oldugu anlasilir. Fakat f,
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F[x] de asal oldugundan f | f’ bulunur. Bu ise d°f’ < d°f oldugundan bir celis-
kidir. //

Bundan sonra, biitiin cisimleri C'nin alt cisimleri olarak alacagiz.

8.19. Teorem (ilkel Eleman Teoremi): E = F(q, B), F'nin cebirsel bir
genislemesi olsun. Bu takdirde E, F'nin basit genislemesidir. Yani, E = F(y)
olacak sekilde y € E bulunabilir.

Ispat: f = Pe(a,x), g = Pg(B,x) diyelim ve cebirsel kapal bir cisim i¢in-
de f ve g’'nin lineer ¢arpanlara ayrilisi
f=&E-a)E—a)..(x—ay), (a=0ay)

= (X - Bl)(x —B2) . (x=Bn), (B=B1)
olsun. C de 31 Bl

sonlu elemanlidir, Q c F oldugundan 6yle bir t € F bulabiliriz ki, t bu kiimenin
elemanlarindan farkl olur. y = a + tf i¢cin E = F(y) oldugunu gostererek ispa-
t1 tamamlayacagiz.

ve

, (i#1,j# 1) lerin kiimesini géz 6niline alalim. Bu kiime

Yy = o+ tf € Eise F(y) c E oldugu agiktir.

Ters kapsamayi gostermek icin, h(x) = f(y — tx) € F(y)[x] polinomunu
distinelim. h(B) = f(y - tB) = f(a) = 0 oldugundan, C[x] de x — B | h(x) dir.
Bagka bir B; (j > 1) i¢cin h(B;) = 0 olsa, buradan f(y — tf;) = 0, dolayisiyla bir
1<i<niginy— tB] = oc1 bulunurdu. y = a; * 3; esitligini géz 6niine alirsak,

Bl Bi
x — B | h(x), fakat j = 1 i¢in x — B + h(x) dir. Buradan C[x] de h(x) ve g(x) in
obebleri x — B oldugu gortlir. F(y)[x] de h(x) ve g(x) in obeblerini 1 ya x — 3
olabilir. OBEB(h;g) =1 olsa a(x)h(x) +b(x)g(x) =1 olacak sekilde
a(x),b(x) € F(y)[x] bulunabilirdi. Bu esitlikte x = $; koyarak, 0 = 1 ¢eliskisi
elde edilirdi. Bu durumda
_OBEB(h; g) = x— B, € F(Y)[

dir. Ozel olarak, B =B, €F(y) ve y—tB=a € F(y) elde edileceginden,
F(a, B) € F(y) bulunmus olur.

son esitlikten t = olurdu. Bu ise t'nin secimine ters diiser. Su halde

8.5. Sonug¢: E = F(ay, 05,03, ...,a,), Fnin cebirsel genislemesi ise
F(ay, ay, ag, ..., ) = F(y) olacak sekilde bir y € E vardir.



CISIM 16

8.12. Tanim: o, F iizerinde cebirsel ve f = Pz(a, x) olsun.

f=GE-o)E—-a)..x—ay), (a=a)
ise a4, ay, ..., a, ye « = a4 nin F tizerindeki eslenikleri denir.

Ornek: V5 nin Q tuzerindeki eslenikleri, f = PQ(\/E, X) = x? — 5 oldu-
gundan, +v/5 diler.

Ornek: 2 +i nin Q iizerindeki eslenikleri, Pe(2 +1i,x) = x> —4x+5
oldugundan, 2 + i diler.

8.13. Tanim: E ve K bir F cisminin iki genislemesi ve o : E - K bir mo-
nomorfizma (1-1, homomorfizma) olsun. Eger her a € F i¢in o(a) = a ise c’ya
E’'den K icine bir F-monomorfizma; eger ayrica ¢ drtense bir F-izomorfizma
denir ve E = K ile gosterilir.

8.3. Not: E cismine, f : E->K halka homomorfizmasinin her zaman 1-1
oldugunu unutmayalim. Ayrica E/F sonlu genisleme ise 8.9. teoremden cebir-
sel genisleme olacagini biliyoruz. Su hadle a4, oy, as, ..., a, € E bulunabilir ki
E=F(oy, 03,03, ...,0,), (o lerin sayis1 sonlu olmak zorunda c¢iinkij,
[E : F] = sonlu) ve ilkel eleman teoremine gore E/F genislemesi basit genisle-
medir. Su halde her E/F sonlu genislemesi icin, E = F(f3) olacak sekilde bir
B € E vardir.

8.20. Teorem: [E: F] =n ve B € E icin E = F(f) olsun. o : E = C bir
monomorfizma ise a(f) = nmin F lzerinde bir eslenigidir. E'nin biitiin F-

monomorfizmalarinin sayisi tam n tanedir ve f’nin eslenikleri f =
B1, B2, -+, B iseler bunlar o; (B) = B;, (i = 1,2,3, -+, n)ile belirlidirler.

ispat: Her x€E, x =ay +a;B + -+ a,_1p* %, (a; € F) seklinde oldu-
gundan ve o, F'nin elemanlarini sabit biraktigindan

o(x) =ap +a,06(B) + -+ ap10(B)""
dir. Su halde o monomorfizmasi, f’da aldig1 deger ile tamamen belirlidir.
f=Ps(B,x),

f=by+byx+-+by_;x*1 4 x"
ise 0 = by + byB + -+ by_1B*1 + B" esitligine c’y1 uygulayarak,
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0 =0(0) = b +byo(B) + -+ +bp_10(B)"* + a(B)" = f(o(B))
bulunur. Su hadle o() da f 'nin koki, yani f’'nin bir eslenigidir. f asal polinom
oldugundan, biitiin farkli dolayisiyla f'nin eslenikleri sayisi n tanedir. Bu esle-
nikler $ = B4, B2, **, By olsun. o;(B) = B; tanimlarsak, o; (i = 1,2,3,-+,n) lerin
E’den C icine miimkiin olan biitiin monomorfizmalar oldugu gosterilmis olur.
a; lerin herhangi bir x € E lizerindeki etkisini bulmak i¢in

x=ag+a;B+-+a,_1" L (a; €F)
seklinde yazilir ve o(x) = ay + a;0(B) + --* + a,_,0(B)""* bulunur.

84. Not: 815 teoremde gecen, o;(i=123,,n) F-
monomorfizmalarinin kiimesi G(E/F) ile gosterilir.

Ornek: E = Q(+/2) ise G(E/F) = {0,,0,} dir. Burada o, 6zdeslik donii-
stiimiinii 0;(v/2) = V2 ve 0,(¥2) = —V2 ile belirli monomorfizmay1 goster-
mektedir.

Ornek: E = Q(¥2) ise G(E/F) = {iA;, A5, A3} diir. Bu doniisiimler
A (V2) = V2 (bzdeslik déniisimil), 1,(V2) = w2 ve A5(V2) = w232 ile

belirlidir. (w3 = 1,w # 1 olmak iizere)

8.5. Not: G(E/F) nin eleman sayisinin [E : F] olduguna dikkat edelim.
Ayrica, G(E/F) nin elemanlarinin E’den C i¢ine birer doniisiim olduklarini ha-
zirlatalim. Ornegin, iki 6nceki dérnekteki o, ve o, doniisiimleri E'den E’ye ol-
duklar1 halde bir 6nceki 6rnekteki A, ve A; doniisiimleri E'den E’ye degildirler,
giinkii %,(3/2) ¢ E ve 15(¥/2) ¢ E dirler. Ayrica belirtelim ki ¢ € G(E/F) igin,
o(E) c E ise (E) = E, yani o orten olmak zorundadir. Ciinki E = o(E) oldu-
gundan [o(E) : F] = [E : F] olur ve F c 6(E) c E den E = ¢(E) ¢ikar. Bu uyari
15181nda su tanimi yapmak yararhdir:

8.14. Tanim: E, F'nin sonlu bir genislemesi olsun. Eger her o € G(E/F)
icin 6(E) = E ise E/F ye normal genisleme denir.

Asagidaki denklikler gosterilerek, normal genisleme tanimlari sdyle ya-
pilabilir:
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8.21. Teorem (Normal Genisleme Teoremi): E, F'nin sonlu bir genis-
leme olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. E, bir f € F[x] polinomunun pargalanis cismidir.

2. E, sonlu sayida fi,f;, -, f, € F[x] polinomlarinin koksleri F'ye kat-
makla elde edilir.

3. Her o € G(E/F) icin o(E) = E dir.

4. Her x € E i¢in, X'in F lizerindeki biitiin eslenikleri de E’dedir.

ispat: (1) = (2) : Acik

(2) = (3) : E, F'ye sonlu sayida f3, f;, ---, f, € F[x] polinomunun kékleri
katmakla elde edilsin. Biitiin kokleri a4, a,, -,0s ile gosterirsek, E =
F(ay, ay, -+, as) olur. a € G(E/F) alalim. Her i i¢in, o(;), a; nin eslenigi oldugu
icin o(o;) € {1, &y, **+, Ay} dir. Su halde F € o(E) c E dir. Yukaridaki notta da
belirttigimiz gibi, [c(E) : F] = [E : F] oldugundan o(E) = E bulunur.

(3) = (4) : Kabul edelim ki, her a € G(E/F) igin a(E) = E olsun. x € E ve
x'in bir x’ eslenigini alalim. 8.20. teoreme gore F(x) —» Cye o(x) = x' ile tanimli
doniisiim F-monomorfizmadir. ilkel eleman tepreminden E = F(x)(B) olacak
sekilde bir 8 € E bulunabilir. o: F(x) = C, F-monomorfizmasini, n: E = C mo-
nomorfizmasina genisletebiliriz. Ger¢cekten bunun i¢in n() yi B'nin bir esleni-
gi olarak tanimlamak geter. Bu takdirde, her o € E,

o=ag+a;B+-+a_1f7 (a €FX),r=[E: FX)])
seklide yazilabilecegi i¢cin

n(o) = 6(ag) + oan(B) + -+ o(a— (™)
olacagindan n: E — C bir F-monomorfizma ve F(x) e kisitlanis1 ¢’dir. (3) aksi-
yomundan dolay1 n(E) = E kabul ettigimizden, X" = n(x) € n(E) = E elde edi-
lir.

(4) = (1) : Her x € E i¢in X'in F lizerindeki her esleniginin E’de oldugu-
nu kabul edelim. ilkel eleman teoreminden E € F(B), (B € E) seklindedir. f’nin
F lizerindeki esleniklerini 3 = B4,2, -, B, ile gosterelim. (4) den dolay1 her
Bi € E dir. Su halde E, f = Pp(f3, x) polinomunun biitiin sifirlarin1 F’ye katmakla
elde edilmistir. Yani E, f(x) € F[x] polinomunun pargalanis cismidir.

Ornek: Q(3/2)/Q genislemesi normal genisleme degildir. Ciinkii ¥/2 nin
biitiin eslenikleri Q’da degildir.
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Ornek: ¢, = e™/™ (birin m. Primitif kokii) olmak iizere, Q({,)/Q ge-

nislemesi normaldir. Ciinkii {;, nin eslenikleri {,, (%, -, m — 1 lerin arasinda-
dir ve bunlarin hepsi Q(¢,,) dedirler.

GALOIS TEORISi

25 Ekim 1811, Bourg-la-Reine, Fransa - 31 Mayis 1832, Paris, Fransa

8.15. Tanim: E, F'nin bir genislemesi olsun. E’'nin kendi tizerine bir F-
monoformasina E’nin bir F-otomorfizmas1 denir ve E'nin bitin F-
otomorfizmalari kiimesi Gal(E/F) ile gosterilir.

Agiktir ki Gal(E/F) c G(E/F) dir. G(E/F) nin eleman sayisi [E: F] = n
oldugundan, Gal(E/F) nin eleman sayisi1 en ¢ok n tanedir.

8.22. Teorem: ¢ € G(E/F) olsun. o € Gal(E/F) olmasi i¢in gerek ve ye-
ter sart o(E) c E olmasidir.

ispat: =: Aciktur.

<: o(E) C E olsun. Yukarida o(E) c E ise 6(E) = E olacagin1 goster-
mistik. Ispati tekrarlayalim: [E:F] =n ve E'nin F iizerindeki bir tabam
{oq, a3, =+, an } olsun. ¢ bir F-monomorfizma oldugundan,

{0(0(1), G(aZ)r ) G(an)}
de nin F-iizerinde bir tabani olur. Su halde [¢(E): F] = n dir. 6(E) c E kabul
ettigimizden

n = [o(E):F] = [E : o(E)] - [6(E): F]

[E:o(BE)] =1

E =06(E)
bulunur.
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8.23. Teorem: E/F, [E:F] = n ve E = F(B) olsun. f’'nin F-tizerindeki
esleniklerini B; = B, -, B, ile gosterelim. o; € G(E/F) ve o;(B) = B; ise

o; € Gal(E/F) < B; € E
olmasidir. Ozel olarak E/F genislemesi normal ise Gal(E/F) = G(E/F) dir. Yani
Gal(E/F), n elemanhdir.

ispat: 8.20. teoremde G(E/F) nin elemanlarinin B’y1 esleniklerine go-
tliirdiiklerini ve hepsinin bu sekildeki monomorfizmalar oldugunu géstermis-
tik.

8.22. teoreme gore,
o; €EGal(E/F) < oi(E)cE<oi(B)c B €E
elde edilir. //

Gal(E/F) tizerinde bir grup yapisi kuralim. o,n € Gal(E/F) ise no y1 bi-
leske islemi olarak alabiliri. Yani x € E icin, (no)(x) =n(o(x)) dir.
no € Gal(E/F) oldugunu aciktir. Ornegin, no nin F'nin elemanlarini sabit birak-
tigin1 gosterelim. ¢ ve 1, F-monomorfizma oldugundan, her a € Fi¢in 6(a) = a
ven(a) = a dir. Buradan

(mo)(a) =n(o(a)) =n(a) =a
elde edilir. Gal(E/F) nin bir grup oldugunu ag¢iktir.

Ornek: E = Q(\/E), Q nun normal genislemesi oldugundan,
Gal(E/F) = G(E/F) = {04, 02}
dir. Buradan o,(v2) =V2veo,(v2) =—v2 ile belirlidir. Su halde
Gal(E/F) = Z, dir.

Ornek: E = Q(V2) icin G(E/Q) = {}; = 1,X,, 13} oldugu yukaridaki
orneklerde gostermisti. E/Q genislemesi normal oldugundan

Gal(E/Q) = {A = 1,} # G(E/Q)
dir.

Ornek: E =Q(¥2) icin G(E/Q) yu bulalm. 32 nin eslenikleri
V2,32w,2w? oldugundan, E/Q genislemesi normal degildir. Gal(E/Q) &
G(E/Q) ve Gal(E/Q) = {A,} dir. Burada A, E'nin 6zdeslik otomorfizmasidir.//

Son 6rnekteki Galois grubu sadece birimden olusmaktadir. Halbuki bu
ornekte [E: Q] = 3 diir. E/Q genislemesinin normal olmamasindan dolay1 boy-
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le bir sonuca ulastik. Ornek 1 ve 2 normal genislemeler oldugundan, Gal(E/Q)
nun mertebesi genislemenin mertebesine esittir.

8.16. Tanim: E/F sonlu ve normal genislemesine Galois genislemesi
denir.

Galois teorisinin temel teoremi, E ve F arasindaki cisimlerle,
E = Gal(E/Q) grubunun alt gruplar1 arasinda birebir bir esitlik kurmaktadir.
Simdi bu ilgiyi inceleyelim.

8.24. Teorem: H, G = Gal(E/F) nin bir alt grubu olsun.
F(H) ={x€E: o € Higin o(x) = x}
ye E’'nin F’ye, kapsayan bir alt cismidir. Bu cisme H'nin sabit cismi denir.

ispat: F(H) c E oldugu aciktir. Her o € H i¢in ¢ bir F-otomorfizma ol-
dugundan, her a € F i¢in o(a) = a dir. Buradan F c F(H) bulunur. Simdi F(H)
nin bir cismi oldugunu gosterelim.

X,y € F(H) ise her 0 € Hicin 0(x) = x ve 6(y) = y oldugundan,
oxty)=0x)to(y)=xtyvexy€F(H),y+0

ise
o(xy™) =0 oy ™) =0cxo(l) "t =xy "

oldugundan x + y ve xy~! € F(H) elde edilir. Su halde F(H) bir cisimdir.

8.24. Teorem: E/F bir Galois genislemesi ve H, Gal(E/F) nin bir alt
grubu olsun. Bu takdirde E/F(H) bir Galois genislemesidir ve Gal(E/F(H)) = H
dir.

ispat: E/F sonlu ve normal genisleme ise E/F(H) genislemesi de sonlu
ve normal genislemedir. Su halde Galois genislemesi olur. Gal(E/F(H)), E'nin
F(H)-otomorfizmalariyla olusur. ¢ € H elemani, F(H) nin tanimindan dolayz,
F(H) nin elemanlarini sabit biraktigindan, H ¢ Gal(E/F(H)) dir.

Kabul edelim ki H, s elemanl ve Gal(E/F(H)), t elemanl bir grup olsun.
Yukaridaki kapsamadan, s<t dir. s=t oldugunu gosterirsek, H =
Gal(E/F(H)) ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur. Kabul edelim ki
s<t olsun. s+ 1<t oldugundan, o4, a0, +,0s41 € E elemanlarim1 F(H)
lizerinde dogrusal bagimsiz olacak sekilde secebiliriz.
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s+1

Yo (@)X =0, (=12-,5) (1)

homojen denklem sistemi, s denklem ve s £+ 1 bilinmeyenden olusur. Su halde
E’'de hepsi sifir olmayan, (¢4, cy, ***, Cs41) ¢0zliimii bulunabilir. Gergekten a; leri
yeniden siralayarak, bu ¢6ziimii (cq,cy,+**, ¢ 0,0,:--,0) (1 <i<ricin ¢; # 0)
seklinde alabiliriz. Ayrica bu ¢6zlim, sifir olmayan c; lerin sayisi r, minimum
olacak sekilde secilebilir ve denklem sistemi homojen oldugundan c, = 1 yapi-
labilir. Gercekten yukaridaki ¢éziim yerine (c;cqt, cpcrt,+++,1,0,0,++,0) alana-
bilir. Her o; bir F(H)-otomorfizma ve her c; € F(E) ise

icj(ai)q =0 cj(iaiciJ =0 (iaicij -0
i=1 i=1

i=1
bulunur. Bu ise o; lerin F(H) lizerinde dogrusal bagimsiz olmalart ile ¢elisir. Su
halde c; lerin hepsi F(H) de degildir. Genelligi bozmadan c; € F(H) alabiliriz.
Buradan o(c;) # c; olacak sekilde bir o € H nin varlig1 ¢ikar. (1) denklem sis-
teminin her iki yanina bu ¢’y1 uygularsak;

s+1

chj(oci)cs(ci) =0

bulunur. oj, H'da degisirken, oo; de H'da degisir. Buradan
(o(c1),0(c2),++,06(cr-1),1,0,0,++,0)

in de (1) in bir ¢éziimii oldugu anlasilir. Fakat bu iki ¢6ziimiin fark: da bir ¢6-

zim oldugundan
(o(cy) — ¢y, 0(c2) — ¢+, 0(Cr1) — €421,0,0,+++,0)

da (1) in bir ¢éziimudiir. o(c;) # ¢; oldugundan, sifir ¢éziim de degildir. Bu ise
(Clr C2r Y Crr 01 Ol o ,O)

¢oziimiinin sec¢imi ile (r'nin minimali ile) gelisir. Sonu¢ olarak s =t olmali-

dir.//

Boylece son iki teorem ile sunu gostermis olduk: H - F(H) donistmi,
Gal(E/F) nin H alt grununa, E/F genislemesinin bir ara cismi F(H) y1 karsilik
getirmektedir. Bu tekabiilii tersine de kurabiliriz. D, E/F nin bir ara cismi ol-
sun.

g(D) = {o € Gal(E/F) : Her x € D icin 6(x) = x}
diyelim. g(D) = Gal(E/D) oldugu aciktir. 8.24 teoremden, H, Gal(E/F) nin her-
hangi bir alt grubu ise g(F(H)) = H bulunur.

D herhangi bir ara cisim ise g(F(H)) = H esitligini H = g(D) i¢in yazar-
sak g(F(g(D))) = g(D) bulunur. Buradan mertebelerini hesaplayarak;
[E : (F(g(D)) = 0(g(D) = [E : D]
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elde edilir. D, F(g(D)) oldugundan son esitlik bize D = F(g(D)) yi verir. Bu ise
her D ara cisminin F(H), (H = g(D)) seklinde olmas1 demektir. Bu bilgileri top-
larsak su temel teoremi elde ederiz.

8.25. Teorem (Galois Teorisinin Temel Teoremi): E/F bir Galois
genislemesi ve Galois grubu G olsun. H = F(H) donlistimi G'nin alt gruplar ile
E/F nin ara cisimleri arasinda 1-1 bir doniisiimdiir. Ustelik bu doniisiim
altinda, H'nin goriintiist D ise E/D Galois genislemesi ve Gal(E/D) = H dir.

ispat: H -» F(H) déniigiimiiniin 1-1 ligi yukarida g(F(H)) = H oldugu
gosterildiginden bu elsitlikten elde edilir. Gergekten,

F(H,) = F(H,) = g(F(H,)) = g(F(H)) => H; = H,
yi verir. Ayrica her D ara cismi F(H) seklinde oldugundan doéniisiimiin
ortenligi elde edilr. Teoremin son ifadesini dogrulugu 8.24. teoremden
gorulir.

8.6. Sonugc: E/F Galois genislemesi olsun. F ¢ D c E seklide ancak son-
lu sayida D ara cismi vardir.

Gergekten, Gal(E/F) sonlu grup oldugundan, sadece sonlu sayida alt
grubu vardir. Temel teoremden ara cisimlerin sayisinin da sonlu olmasi gere-
kir.

Ornek: F = Q E = Q(+/2,/3) olsun. G = Gal(E/F) nin mertebesi 4’diir
ve elemanlari su sekilde belirlidir.

3 e

G'nin alt gruplart: H; = {o0,},H, = {0;,0,},H; = {0,,05},H, = {0,,0,} ve
H, = G dir. Bu alt gruplara karsilik gelen ara cisimler
F(H) = Q(W2,v3) =E,  F(Hp) = Q(V3),
F(H3) = Q(v2), F(H,) =Q(V6), F(Hs) =Q
durlar. Su halde E/Q nun 5 ara cismi vardir. Ornek olarak F(H,) = Q(+/6) ol-
dugunu ispatlatalim:
V6 =3 -2 € F(H,) = Q(v/6) c F(H,)
dir. Q(H,) =2 oldugundan temel teorem g6z Oniine alinarak,
[Q(\/z \/§) F(H4)] = 2 bulunur. Ayrica [Q(\/f, \/§) Q(\/g)] = 2 oldugundan,
[F(H,) : Q(V6)] = 1 =F(H,) = Q(V6)

oy [YEOVT g, (22
V-3 P lEe—vi M lEs-3
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elde edilir.

Ornek: E, x3 — 2 polinomunun Q iizerindeki parcalanis cismi olsun.
Gal(E/Q) grubunu, alt gruplarini ve bunlara karsilik gelen ara cisimleri bulu-
nuz.

Gozim: x3 — 2 = (x — V2)(x® + V2x + V22) ve kokleri V2, ¥2w, 2w?

(w= _HZ_E oldugundan, pargalanis cismi E = Q(3/2,+/3i) dir. E/Q genisle-

mesi normal ve [E: Q] = 6 dir. Gal(E/Q), 6 elemanli bir gruptur. E'nin Q-

otomorfizmalar1 /2 ve V3i ye olan etkileri ile tamamen belirlidir. Su halde
Gal(E/Q) nun 6 Q-otomotfizmasu sunlardir.

N A S
YWEiovEi 2 WEBisyEi 0 LB oI
- :{i/i—>3\/§w s :{W—ﬁ/iw s _{i/f—>3\/7w2
WEio—v3i 0 WBio V3 % 3o -3

0,03 = 05, 030, = Oy, 0,030, = 04 0ldugu gosterilebilir. 0, = o0, 03 = T yazar-
sak G = Gal(E/Q) = {04,0,T,071,t0,0t0} bulunur. G'nin alt gruplan {o;},
H, = {04,060}, H, = {0y, 1}, H; = {04,010}, H, = {04, 0,10} ve G dirler. Bu alt
gruplarina Karsiik gelen ara cisimler sirasiyla; E, F(H,) = Q(/2w?),
F(Hs) = Q(32w), F(H,) = Q(3/2i) ve Q oldugu gosterilebilir. Ayrica sunu da
belirtelim ki E/Q GAlois genislemesi oldugu halde, i = 1, 2, 3 i¢in, F(H;)/Q ge-
nislemesi normal degildir.

8.26. Teorem: E/F Galois genislemesi ve Galois grubu olsun. H; ve H,,
G’'nin alt gruplar: ve bunlara karsilik gelen ara cisimler D; ve D, iseler;

i()H; cH,<D; oD,

ii) H; N H, ye karsilik gelen cisim, D; ve D, yi kapsayan E’'nin en kii¢lik
alt cismidir. (Bu cisme D, D, ile gosterilir.)

iii) H; ve H, yi kapsayan G’'nin en kiiciik alt grubu H; U H, ile gdsterir-
sek, bu alt gruba karsilik gelen ara cisim D; N D, dir.

ispat: Galois’in temel teoremden D; = F(H,) ve D, = F(H,) dir.

i) H; € H, = F(H;) o F(H,) oldugu agiktir. Tersine
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F(H;) = F(Hz) = g(F(Hy)) < g(F(Hy))
ve yukarida acgiklanan g(F(H)) = H izahi geregi H,; < H, elde edilir.

ii) Hy N H, , G'nin H; ve H, de kapsanan en biiyiik alt grubudur. Su hal-
de (i) den ve Galois’in temel teoremden F(H; N H,), E'nin F(H;) ve F(H,) yi
kapsayan en kiictik alt cismidir.

iii) H; U H,, G'nin H; ve H, yi kapsayan en kii¢iik alt grubudur. Su halde
(i) den ve Galois’in temel teoreminden F(H; U H,), E'nin F(H;) ve F(H,) de
kapsayan en biiytik alt cismidir. Yani F(H,; U H,) = F(H,) n F(H,) dir.

8.7. Sonug: E/F Galois genislemesi ve Galois grubu G ve x € E olsun.
Eger her o € G icin 0(x) = xise x € F dir.

Gergekten, her o € G i¢cin o(x) = x ise x € F(G) dir. G'nin tarafindan
g(F) = G buradan F(g(G)) = F(G) bulunur. Fakat yukarida F(g(G)) = F oldugu
gosterildiginden x € F elde edilir.

8.27. Teorem: E/F Galois genislemesi ve G = Gal(E/F) olsun. Ayrica D
bir ara cisim ve H = g(D) olsun. Bu takdirde;

i) D/F normal genisleme < H < G

ii) H <« G = D/F Galois genislemesi ve Gal(D/F) = G/H dur.

ispat: 0 € G olsun. Once g(oD) = og(D)o™! oldugunu goésterelim.
n € g(D) ise ono~?, oD yi sabit birakir. Su halde, g(cD) D og(D)o ! dir.

L € g(oD) ise 07 1Ac, D’yi sabit birakir. Su halde o~ 'Ac € g(D) ve
A € og(D)o~ ! dir. Buradan g(oD) c og(D)o! elde edilir. Her iki kapsamadan
esitlik ¢cikar.

i) D/F normal < Her ¢ € Gal(E/F) icincD =D
< Her o € Gal(E/F) i¢in g(cD) = g(D) (8.26. teorem)
<> Her o € Gal(E/F) icin cHo™! = H (Yukaridaki esitlik)

ii) (i) den H < G ise D/F normal genislemedir. D/F sonlu oldugundan
Galois genislemesi oldugu gortiliir.

vy : Gal(E/F) - Gal(D/F) dontisiimii, Gal(E/F) icin y(o) = 6/D (o’nin
D’ye kisitlanisi) olarak tanimlansin. y’nin bir homonorfizma oldugu gosterile-
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bilir. D'nin her F-otomorfizmasi E’'nin bir F-otomorfizmasina genisletilebildi-
ginden y Ortendir.

Ceky = {o € Gal(E/F) : o = D lizerinde 6zdeslik} = H

Su halde homomorfizma teoreminden Gal(D/F) = G/H dur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. R'de toplama ve ¢arpma,

A+B=(AUB)\(ANnB)veA-B=ANB
olarak tanimlansin. (R, +, -) sistemi degismeli ve birimli halka oldugu halka
konusunda gosterilmistir, ama bu (R, +, -) sistemi cisim degildir, gosteriniz.

Cozim: Halka konusunda gosterilirken carpma isleminde A kiimesinin
kendisi birim eleman oldugu gosterilmistir.

A-Al=AnA1=A

olacak sekilde A~! € R bulunamaz. Su halde (R, +, *) sistemi cisim degildir.
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