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6. BOLUM
FOURIER SERILERI

GIRIS

Fourier serisi kavramina gecmeden 6nce periyodik fonksiyon, ortogo-
nal fonksiyon dizisi, ortonormal fonksiyon dizisi ve trigonometrik seri kav-
ramlarini verecegiz.

Periyodik Fonksiyonlar

6.1. Tanim (Periyodik Fonksiyon): f: E € R - R olsun ve sifirdan
farkl sabit bir reel say1 k olsun. Eger her x € E icin
f(x) = f(x+k)
esitligi saglaniyorsa f fonksiyonuna periyodiktir denir, k'ya da f'in bir peryodu
adi verilir.

6.1. Not: Bu bolimde cogunlukla E = R olmasi durumu goézoniine ala-
cakve E € R, E # R olmasi durumu oldugu zaman ayrica belirtilecektir.

Ornek: Her x € R icin f(x) = sin x ile tanimlanan f fonksiyonu peryo-
diktir ve f'in peryodu 2= dir.

6.1. Sonug: Eger bir k sayisi f'in bir peryodu ise —k sayisi da f’in bir
peryodudur. Gergekten k peryot oldugundan sifirdan farkhdir dolayisiyla
—k # 0 dir. Yine k peryot oldugundan x — k € R icin

f(x—k) =f((x—k) +k) = f(x)
olur. O halde —k sayisi da f'in bir peryodudur.

6.2. Sonugc: Eger k sayisi bir f fonksiyonun bir peryodu ise herbir n € N
icin nk sayisinin da f'in peryodudur. Gergekten bu sonucu tiimevarimla goste-
relim. n = 1 i¢in 1- k = k sayisi f i¢in bir peryottur. Simdi n = m i¢in m - k nin
f'nin peryodu oldugunda n = m+ 1 i¢cin (m + 1)k nin da f'nin peryodu oldu-
gunu gosterelim. n = m i¢cin m - k sayisinin f fonksiyonunun bir peryodu oldu-
gunu kabul edelim. Her x € R i¢in
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f(x+ (m+ 1)k) = f(x + mk + k)
= f((x+ mk) + k) (k peryot oldugundan)
= f(x+ mk) (mk peryot oldugundan)
= f(x)
bulunur. O halde (m + 1)k sayis1 da peryot olur. Boylece tlimevarim prensi-
binden dolay1 her n € N i¢in nk sayis1 peryot olur.

6.3. Sonug: Eger k sayisi f fonksiyonunu bir peryodu ise her negatif m
tamsayisi icin mk sayisi da f fonksiyonunun bir peryodudur. Gergekten; m ne-
gatif bir tamsay1 ise m = —n olacak sekilde bir n € N vardir. nk sayisi f'in bir
peryodu olur. —nk da f'in peryodu olur. Dolayisiyla mk, f'in peryodu olur.

Ornek: Her x € R icin f(x) = 2 seklinde tanimlanan f sabit fonksiyonu
peryodiktir. O halde her sabit k # 0 reel sayisi peryottur.

.. (0, x€Q
Ornek: f(x) = {1' x€Q
olsun. Her rasyonel sifirdan farkli say1 bu fonksiyonun peryodudur. Gergekten
iki rasyonel saymin toplami rasyonel olacagindan ve bir irrasyonel say1 ile
rasyonel saymin toplami irrasyonel olacagindan, her x € R i¢in f(x+ q) = f(x)
esitligi her q # 0 rasyonel sayisi i¢in saglanir. Soyle ki;
(0, x+q€Q
fet @) ={y) X+q€Q
ve
(0, x€eQ
®={ eq
dir.

6.1. Teorem: Pozitif peryotlari icinde bir minimuma sahip olan periyo-
dik bir fonksiyon f olsun. Bu takdirde eger T = min {p: p > 0, p, f'in peryodu}
ise f'in her k peryodu i¢in k = nT olacak sekilde bir n € Z\{0} vardir.

Ispat. T = min {p:p > 0,p,f'in peryodu} olsun. f fonksiyonunun her-
hangi bir k peryodu verilsin. Bu takdirde
nT<k<(m+ 1T
olacak sekilde bir n € Z\{0} vardir. Buradan
0<k—nT<T
elde edilir. Her x € R i¢in
f(x+ (k—nT)) = f((x + k) —nT) (-nT peryot oldugundan)
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= f(x + k) (k peryot oldugundan)

= f(x)
bulunur. k — nT sayis1 ya peryottur ya da k — nT = 0 dir. k — nT sayis1 peryot
olamaz. Ciinkii T sayisindan kiigliik pozitif peryot yoktur. O halde k —nT = 0
dir. Buradan k = nT bulunur.

6.2. Teorem: f ile g ayn1 bir T peryoduna sahip iki peryodik fonksiyon
olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir:

a) f + g fonksiyonu T peryotlu bir peryodik fonksiyondur.

b) a # 0 sabiti icin af fonksiyonu T peryotlu bir peryodik fonksiyondur.

c) f- g fonksiyonu T peryotlu bir peryodik fonksiyondur.

f
d) g(x) # 0 olmak tizere — fonksiyonu T peryotlu bir peryodik fonksi-
g
yondur.
T
e) a # 0 icin f(ax) fonksiyonu — peryotlu bir peryodik fonksiyondur.
o

Ispat: (a), (b), (c) ve (d) nin ispat1 periyodik fonksiyon tanimmdan go-
ruleceginden okuyucuya birakilmistir.

e) a # 0 olsun. Her x € R i¢in
h(x) = f(ax)
yazalim. Her x € R i¢in

T T
h(x+=)= f(oc (x+ a)) = flox+ T) = f(ax) = h(x)
T
dir. O halde — sayis1 0’dan farkl oldugundan h fonksiyonunun peryodudur.
o

Ozel olarak o = % alirsak f(%x) fonksiyonu 2n peryotlu olur.

6.3. Teorem: [a,b] araligindan R ye T peryotlu bir fonksiyon f olsun. Bu

takdirde (c,c + T) aralg [a,b] nin alt kiimesi olacak sekildeki her c sayisi i¢in
c+T T

[f)dx=[f(x)dx
dir. c 0

c+T c+T c

ispat: [f(x)dx= [f(x)dx— [f(x)dx
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c+T c

f()dx+ [f(x)dx—[f(x)dx, (x=t+T,dx = dt)

f(x) dx+jf(x) dx—jf(x) dx

Il
Ct— 5 Ot O—

f(x)dx

Ortogonal Fonksiyon Dizileri

6.2. Tanim: Bir [a,b] araliginda Riemann integrallenebilir fonksiyonla-
rin bir (fy, f,f,,...,f,,...) dizisi verilsin. Eger her m,n € N,m # n i¢in

jlfm (x)f,(x)dx =0

oluyorsa ( f,,) fonksiyon dizisine [a,b] de ortogonaldir denir.

Ornek: (1, cos x,cos 2%,...,cos nx...) fonksiyon dizisi [—r, ] de orto-
gonal oldugunu gosterimiz.

Cozim: cosacosb= % [cos(a—Db) + cos(a+ b)] oldugundan, her
m,n € N,m # n i¢gin

T

.fcos mx cos nx dx =% j[cos(m—n)x+cos(m+ n)x dx

_1}sin(m—-n) N sin(m+n)
2 m-n m+n
=0
olur. O halde (1, cos x,cos 2%,..., cos nx...) fonksiyon dizisi [—=n, ] de ortogo-
naldir.

T

-7

Ornek: (sin x,sin 2x,...,sin nx,...) fonksiyon dizisi [—n,n] de ortogo-
nal oldugunu gosteriniz.

Cozim: sinasinb= % [cos(a—Db) —cos(a+b)] oldugundan, her
m,n € N, m # n icin
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_[sin mx sinnxdx = % I[cos(m—n)x—cos(m+ n)x dx

—T —T

:l{sin(m—n) _sin(m+n)}

2 m-n m+n

i

bulunur.

Ornek: (1, cos x,sin x,cos 2x,sin 2x,...,cos nx,sin nx,...) fonksiyon di-
zisi [—n, ] de ortogonal oldugunu gosteriniz.

Cozim: cosasinb= % [sin(a—b) —sin(a+b)] oldugundan, her
m,n € N,m # n i¢gin

Icos mx sinnxdx = % J.[sin(m—n)x —sin(m+n)x dx

=T —T

1 _cos(m—n)+ cos(m+n)
2 m-n m+n
=0

T

bulunur.

Ortonormal Fonksiyon Dizileri

6.3. Tanim: Bir ortogonal ( f,) fonksiyon dizisi icin eger her n € N icin
b
[(6,(F dx=1

oluyorsa ( f,) fonksiyon dizisine [a,b] de ortonormaldir denir.

b
Her bir n € N icin J.(fn(x))2 dx=a, #0 ozelligini saglayan her ( f,) or-

1

Jo

togonal fonksiyon dizisinden ortonormal bir [ fnj fonksiyon dizisi elde

edilebilir.

Ornek: Her n € N ve her x € [0,27]icin
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COS NX sin nx
on—l(X) = N on (X) = VTt
ve fy(x) = % seklinde tanimlanan ( f,) fonksiyon dizisi [0,2n] de ortonor-
T
maldir.

Trigonometrik Seriler

6.4.Tanim: Her n € N icin a, € Rve n € N* icin b, € R sayilari sabitler
olmak tlizere

a—°+Z(an cosnx+b, sinnx) (1)
n=1

seklindeki bir seriye trigonometrik seri denir.

Bu trigonometrik seriyi sekilde ifade etmek miimkiindiir. n € N ve
m € N*icina, = A, sinu, veb,, = A, cos u, yazalim. Bu takdirde
a, cosnx+b, sinnx= A, sinu, cosnx+ A, cos u,sin nx
= A,( sin u, cos nx+ cosu,sinnx)
= A, sin (u, + nx)

bulunur. Buna gére bir trigonometrik seri %Aou0 +Z:An sin(nx+u,) seklinde
n=0

yazilabilir. Ancak biz (1) seklindeki denklemi kullanacagiz. (1) daki serinin

[—m, ] araliginda yakinsak oldugunu kabul edelim, ve her x € [—=, «t] icin

A, -« /
f(x) =—°+Z:(an cosnx+b, sinnx)
n=1

seklinde bir f fonksiyonunu tanimlayalim. Bu f fonksiyonu her x € R i¢in

f(x+2m)= 1a0 +Z:[an cos(nx+n2n)+b, sin(nx+ nZn)]= f(x)
n=1

esitligini sagladigindan 2n peryotlu peryodik bir fonksiyondur.

Simdi a, +Z[an cosnx+b, sin nx] serisinin [—m, 7] de diizglin yakinsak
n=1
oldugunun kabul edelim. Sinirh bir fonksiyon ile diizglin yakinsak bir serinin
terimlerinin carpimi ile elde edilen seri de diizgiin yakinsak olacagindan,

f(x) :"11—20+Z:[ak coskx +b, sin kx]
k=1
esitliginin her iki yanini cos nx ile ¢carparsak

a ~ .
f(x)cosnx= ?0 cosnx+ Z[ak coskx cos nx+b, sinkx cos nx]
k=1
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elde ederiz ve bu son esitligin sag tarafi diizglin yakinsaktir. Diizglin yakinsak
bir serinin terim terim integrali alindiginda integral degeri degismeyecegin-
den,

T b ©
If(x)cos nxdx= jﬁ COS NX+ Z[ak cos kx cosnx+b, sin kx cos nx] dx
bt 2 =
Y
=a, jcosz nx dx

=T

a, sin2nx |
=—"|x+
2 [ 2n }
_An| sinZnn (-m)- sin2n(—n)
2 2n 2n
=a,m

oldugundan her n € N icin
a, _1 jf(x)cos nx dx
Tc*ﬂ

bulunur. Benzer sekilde (1) in her iki yanini sin nx ile carpar ve terim terime
integral alirsak,

_[f(x)sin nxdx=b_ J.sin2 nx dx

-7 -7

:J‘l—COSZHX dx
o 2
:E - sin2nn (m)— sin2n(-mn)
2 2n 2n
=b,m

olur ki buradan her n € N i¢in
b, = 1 If(x)sin nx dx
Tc =T

elde edilir. (1) in her iki yaninin integrali alinirsa

’ _ QT a,(—m) _
2 2

a,n

Tnf(x) dx = j% dx=a—2°x

—T

olacagindan
a, = 1 [f(x)dx
n -

bulunur.
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Jean Bptiste Joseph Fourier
21 Mart 1768, Auxerre, Fransa - 16 Mayis 1830, Paris, Fransa

FOURIER SERIiSI KAVRAMI
1% 17 15§ _

a,=— If(x) dx, a,=— If(x)cos nxdx ve b, =— J.f(x)sm nx dx
TE—TE TC—TE TC—TE

1 K
olmak iizere veya kisaca her n € N icin a, :—If(x)cos nxdx ve her n € N*
T

17 : ,
icin b, =— J-f(x)sm nxdx olmak tlizere
n —T
A, < .
E3 + Z[an cosnx+b, sin nx]
n=1
serisine f fonksiyonunun [—mr,n] araliginda Fourier serisi denir ve a, ve b,
katsayilarina da f'in Fourier katsayilar1 ad1 verilir. Bu tanima gore [—n, ] de
integrallenebilen her f fonksiyonu i¢in bir Fourier serisi elde edilebilir.

.1 c : . . .
6.4. Teorem: Eger an + Z(an cosnx+f3, sinnx) trigonometrik serisi

n=1
[—m, ] arahginda bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsaksa her n € N i¢in a,, ve
her n € N* icin B, ler f'in Fourier katsayilaridir ve bu seri f'in [—=,7] de Fou-
rier serisidir.

Ispat: Her x € [—n, ] igin

f(x):%oc0 +Z(Otn cosnx+f3, sinnx) (2)
n=1

yazalim . (2) deki esitligin sagindaki serinin herbir terimi [—=, ] de integralle-

nebilir oldugundan diizgiin yakinsadigi f fonksiyonu da integrallenebilirdir ve

jif(x) dx= % (xo_];dx + nZ::(ocn jﬂcos nxdx+f, _jisin nx dx)
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:%aox +Z(0cn 0+B,-0)
n=1

—T

=0,

dir dolayisiyla a, :1 jf(x) dx dir.
Tc —T

Diizgiin yakinsak bir serinin terimleri sinirh bir dizi ile ¢arpilirsa yine
diizgiin yakinsak bir seri elde edileceginden, (2) in her iki yanini cos nx sinirh
fonksiyonu ile ¢carparsak,

f(x)cosnx = % oL, COSNX + Z(ak cos kx cos nx+ 3, sin kx cos nx)
k=1

bulunur. Bu son seri de integrallenebilir fonksiyonlarin diizgiin yakinsak to p-

lami oldugundan [—=n,7t] de integrallenebilirdir ve dolayisiyla her iki yanin

integrali alinirsa

If(x) cosnxdx=a,m

=T

ve buradan a, :l If(x)cos nxdx bulunur.
T

-7

Benzer sekilde (2) in her iki yanini sinirh sinnx fonksiyonu ile carpar-
sak toplami f(x)sinnx olan diizgiin yakinsak bir seri elde edilir, yani her bir
sabitn € N i¢in

f(x)sinnx= %oco sinnx+ Z(ock cos kx sin nx+f3, sin kxsin nx)
k=1
elde edilir ve bu esitligin her iki yaninin [—mx, ] de integrali alinirsa,

Jf(x) sinnxdx= I > sinnx+ Z(ak coskx sin nx + 3, sin kx sin nx) dx
. k=1

_ 0y ( —cosnx
2 -

bulunur. Buna gore

w T
+ Z I(ock coskx sinnx + 3, sin kxsin nx) dx
-

k=1

B, :1 If(x) sin nx dx
LI

olur. a, ve 3, lerin f'in Fourier serisinin katsayilar1 oldugu elde edilir dolay:-
siyla (2) in sagindaki seri f'in [—n, ] deki Fourier serisidir.
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6.5. Teorem: [—m,n|] de integrallenebilen f ve g fonksiyonlar1 bir
¢ € [—m, ] noktasinda stirekli olsunlar ve f(c) # g(c) bulunsun. Bu takdirde f
ile g nin [—n, ] de Fourier serileri farkhdir.

Ispat: Hipotezlerin saglandigini fakat f ile g’nin Fourier serilerinin ayni
oldugunu varsayalim. Simdi her x € [—n, 7] i¢in
h(x) = f(x) —g(x)
yazalim. h(c) # 0 dir diyelim ki h(c) > 0 dir. h fonksiyonunu her x € R icin
h(x + 2m) = h(x)
yazarak R ye peryodik olarak genisletelim.

1 o0

= an + Z(ocn cosnx+f3, sinnx)
n=1

seklindeki her trigonometrik polinom icin ve her n € R icin

n+m 2n T
[h(x)t,,(x)dx= [h(x)t,, (x)dx= [h(x)t,(x)dx=0 (3)
n-n 0 -
oldugu h(x)- t,,(x) in 2n peryotlu bir fonksiyon oldugu gerceginden ve 6.3.
teoremden elde edilir. ¢ noktasinda stirekli olan iki fonksiyonun farki da c’de
surekli olacagindan h fonksiyonu c de stireklidir, dolayisiyla h(c) > 0 olmasin-
dan c —h < x < c+h icin f(x) > k > 0 olacak sekilde bir h ve bir k > 0 sayis1
vardir. Simdi

t,(x) = (1 + cos (x—c) — cosh)™
yazalim. t, (x) trigonometrik bir polinomdur ve

aJc—h <x<c+higint (x)>1

b) [c - %h,c + %h] arahginda (t,,) duzgin olarak +oo gider

cJc+h <x<c—h+2nigin |t | <1

ozelliklerini saglar. (a) ve (b) den
1
c+=h
Cc+T 2

j f(x)t_ (x)dx> j f(x)t, (x)dx

c-m Ly
2

c+1h
2

> Ik -t (x)dx
1
cfih
c+1h

2
> [k-inft, (z)dx
1

c—h
2
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1
~(k-inft, (z))x 2
c—h

=h-k-inft _(z)
bulunur. inf t,,(x) = +00 (m = +o0 iken) oldugundan m — +oo iken

c+h

jf(x)tm(x) dx

dir. (c) den dolay1
c+h+2m
[0E,, (x) dx
c-h
integrallerin dizisi m'e gore smirhdir. Dolayisiyla m yeteri kadar biiytik alinir-
sa

c-h+2n

[0, (x) dx

sifirdan farkl olur bu ise (3) ile gelisir.

6.4. Sonug: Eger f siirekli ise ve f 'in Fourier serisi diizglin yakinsaksa
toplamu f 'dir.

Ornek: Her x € [—m, 7] icin f(x) = x? ile tanimlanan fonksiyonun Fou-
rier serisini bulunuz.

Cozim
1% 3" 3 .3 2
a,=— [x'dx, X LT ) 2m
T 3| =\ 3 3 3
Her n € N i¢in
aO:—Ixzcosnde, (u = x%,v = cos nx dx)
T

-7

’ _Zjisinnxdx

_1( x*sinnx
T n n
—r -

:1{(0—0)—E .TlEX sin nx dx}

T n

—T

2 Tf
= stinnxdx
nm
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B T

2 | —xcosnx  Cos nx
Sl i +j dx
nm n

nm n

2 | —xcosnx!"
= — 40
-

2

2 pe
=——IX COS nx|
n°m o

= % [tcos nt—(—mn)cos(—nm)]
n°n

= %[n(—l)“ +mecosnT]
nrT
=Ly 1y
nr

2
= 5 27‘5(—1)“
nTmw

=Sy
n

1 T
dir. x?sin nx tek fonksiyon oldugunda B, =— Ixz sinnxdx=0 bulunur. Boylece
T

—T

f(x) = x? nin [—n, 7] de Fourier serisi
2 n
U ol Y
—+4 COS NX
3 HZ:;‘ n’

olarak bulunur.

0

1
<— oldugundan ve Zi sayl serisi yakinsak
n

1"

nZ

Ayrica, cos nx

2 2
n=1 n

2 o0 _ n
oldugundan Ty 42( 12) cosnx fonksiyon serisi [—n, ] de diizglin yakinsak-
n=1 n

tir. 6.4. Sonugdan dolay1 her x € [—n, 7] i¢in
2 n
2 _ T - (-1)
X'=—+4 COS NX
3 HZ:;‘ n’
esitligi elde edilir. Ozel olarak x = & yazarsak,

2 n 2 n n 2
, T (1) T S(-D'(-1) ¢ =1
T =—+4E COSI’1TC=—+4E —=—+4E —
3 & nf 3 = n” 3 “n?
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elde edilir.

6.7. Teorem: [—m, ] de integrallenebilen bir f fonksiyonu verilsin. Bu
takdirde

lim [f(x)-coskx dx=0 ve lim [£(x)-sinkx dx=0

k—®
dir.
: y . - 17
Ispat: f ’in Fourier katsayilari her k € N icin a, =—If(x)cos nxdx ve
TE—T[
17 : " s . .
b, =— If(x)sm nxdx olmak tlizere f’in Fourier serisi
T

a?°+i[ak cos kx +b, sin kx]
k=1

dir. f 'in bu Fourier serisinin her n €N icin n+1 inci kismi toplamy,
V x € [—m,m] i¢in

s,(x)= a—z" + i[ak coskx +b, sin kx]
k=1

olsun. f ile s,, [—n,n] de integrallenebilir oldugundan f —s, ve dolayisiyla
(f—s,)? de [—m,n] de integrallenebilirdir ve (f—s,)? = 0 olmasindan

i

JIEC)-s,(x)F dx>0 (M
dir. Buradan K
_Tf[f(x)]2 dx—ijf(x)sn(x)dx+_Tf[sn(x)]2 dx>0 (2)

elde edilir. Simdi If(x) s,(x)dxintegralini hesap edelim.
j f(x)s, (x)dx= j f(x)Ba0 + (a, coskx +b,sin kx)}dx
e el k=1
= I%aof(x) + Z(akf(x)cos kx +b, f(x)sinkx) dx
e k=1

= %ao_]if(x) dx+ kZ::(ak _]if(x)cos kx + bk_]if(x)sin kx)
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= %aoaon + Z(akakn +b,b, )
k=1

=f{ﬂ+i(ai+bz)} 3)
2 o

dir. Simdi de J.[sn(x)]2 dx integralini hesaplayalim.

-7

P.(x),cos kx ile sin kx in ¢arpimlarinin bir sabitle ¢carpimlar1 ve cos kx
ya da sin kx in birinin sabitle carpimlarinin toplami olan bir polinom olmak
uzere

(s, (x) {%uzn:(ak coskx +b, sin kx)}

2 n
- (a?oj +>_(a, coskx)? + (b, sinkx)* +P, (x)
k=1

ve
Icoszlo( dx=m, Jsinzkx dx=nve an(x) dx=0
olacagindan,

d,

JTE(SH(X))2 dx= Tﬂ?j £ Zr_l:(ak coskx)* + (b, sinkx)* + Pn(x)} dx

2" n
—20l 4 Y (an+bin)+0
4] i
aé 22
= T{E + Z(ak +b, )} (4)
k=1

dir. (3) ve (4) deki degerler (2) de yerlerine konursa,
U7 2 n 2 n
I[f(x)]2 dx—Zn{a—z‘)+Z(ai +bﬁ)} + n{a—z" +> (ag +bﬁ)} >0
- k=1 k=1

g

j [f(x) ] dx—n[a?5+i(a§ +bﬁ)} >0

7{%@ Zn:(ai +b? )} < jf[f(x)]z dx

%§+§;(aﬁ+bi)$%j[f(x)]z dx (Hern € N) (5)

-7t
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2 n
. . a " N " . L
dir. Buna gore —2+ E (al +b?) pozitif terimli serinin kismi toplamlar dizisi
k=1
2

siirh olur ki ﬂJFZ:(ai +b;) serisi yakinsak olur ve bu (5) esitsizligine Bes-
k=1
sel esitsizligi denir. Yakinsak bir serinin genel terimi 0 a yakinsayacagindan

Li_r)gai +b: =0
bulunur. Her k € N icin
0 <af <af +bfve 0 <bf <af + b
esitsizlikleri saglandigindan ve }(igloai +b. =0 oldugundan ll{ignoai =0 ve

lim b; =0 bulunur. Dolayisiyla lima, =0 ve limb, =0 olur.

k—o0

k—o0

lim [£(x)-cos kx dx=limna, =nlima, =7-0=0

lim [£(x)-sinkx dx=limnb, =nlimb, =7-0=0

elde edilir.

6.5. Sonug: f fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirse

n—o n—o0

b b
limjf(x)-cos nxdx=0 ve limj.f(x)-sin nxdx=0
dir.

Ispat: 2k,m < a <b < 2(k, + 1)1 olacak sekilde bir k, € Z in var ol-
dugunu kabul edelim, yani aralhigin boyu 2n den kii¢iik ve [2k T, 2(k, + 1)]
araligr icinde kalsm. Bu durumda

(), as<x<hb

g(x) = { 0, [2kom2(k, + 1)m]\[a,b]
seklinde bir g fonksiyonu tanimlarsak ve g'yi peryodik olarak her x € R icin
g(x + 2n) = g(x) olacak sekilde biitiin R ye genisletirsek g'nin Fourier katsayi-
lar1

a, = 1 J.g(x)cos nxdx ve b, = 1 J.g(x)sin nx dx
T T,
esitliklerini saglar. Gergekten, g peryodik oldugundan, her k i¢cin

a, = 1 Jg(x) cos nx dx
T -
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(2k+1)m+m
1
== Ig(x) cosnx dx
T2k 1)nn
(2k+1)m+n
1
=— _[ g(x)cosnx dx
2k

1 b
= —jg(x)cos nx dx
n a
oldugundan
b
jf(x)cos kx dx=ma,
bulunur. Benzer sekilde
b
[£(x)sinkx dx=mb,

bulunur. Dolayisiyla 6.7. teoremden lima, =0 ve }(imbk =0 oldugundan

k—0

n—oo n—o

b
lim [ f(x)-cosnx dx=lim na, =7lima, =7-0=0

b
limj.f(x)-cos nxdx=0

n—o0

elde edilir ve

b
lim [ f(x)-sin nx dx=lim b, =rlimb, =7-0=0

n—oo n—oo n—o

b
lim If(x)-sin nxdx=0

n—o0

bulunur.

[a, b] araliginin uzunlugu 2’den biiytk olmasi durumunda [a, b] araligi
sonlu sayida boyu 2’den kiiglik araliklara boéliiniir ve sonlu adette toplamin
limitinin limitler toplamina esit oldugu gerceginden istenen elde edilir.

6.9. Teorem (Parseval Ozdesligi): Bir f fonksiyonunun Fourier serisi
diizgiin olarak f fonksiyonuna yakinsaksa a, ve b, ler f'in Fourier katsayilar:
olmak tlizere

17 2 __fﬂi (2 2
;J.[f(x)] dx= : +Y (at +b})

et k=1
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dir. [ Bu Parseval 6zdesligi f in integrallenebilir olmas1 halinde yani f’in Fou-
rier serisi yakinsak olsun olmasin saglanir].

Ispat: f’in Fourier serisi diizgiin olarak f ’e yakinsak olsun. Bu takdirde
her x € [—n, ] i¢in

f(x)= %ao +Z:(ak coskx +b, sinkx)
k=1

dir. Diizglin yakinsak bir serinin terimleri sinirh bir fonksiyonla ¢arpildiginda

elde edilen yeni seri de diizglin yakinsak olacagindan f 'in Fourier serisinin

terimlerini integrallenebilen dolayisiyla sinirh olan f fonksiyonu ile ¢arparsak

elde edilen seri f2 ye diizgiin olarak yakinsak olacaktir ve her x € [—m, 7] icin

[f()T :—a f(x)+2(ak f(x) coskx+b, f(x)sinkx)
k=1
dir. Diizgiin yakmsak bir serinin terim terim integrali alinabileceginden,

jf[f(x)]z dx= ]5{%0 + i(ak f(x) cos kx +b, f(x)sin kx)}dx
=a?° j[.dx+i(ak ff(x) coskx dx+b, ]Ef(x) sin kx dx)

:a—zoaon+2(akakn+bkbkn)

k=1
aZ )
= n{—" +> (a +bi)}
2 k=1
bulunur. Buna gore

—j f(x)] dx—?é y (a§+b§)

olur.

6.10. Teorem: Her n € N icin ve her x € R i¢in
Fn(x):1+2coskx
2 ia
olsun. Bu takdirde her p € Z icin x # 2pm oldugunda

nfn+3)
sin n+§
E(x)=———7=
2sin —
2

dir ve x = 2pm icin
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F,(2pmt) =n +%

dir, ayrica
T 0
T
F (x)dx= |F (x)dx=—
gn( ) j( Jdx=—
dir.

Ispat: Fn(x)=%+2coskx esitliginin her iki yanini 2sin % ile carparsak,

k=1

ZsiniFn(x) —sin > + D cos kxsin =
2 py 2

=sin§+Zsin k+l X —sin k—1 X , (Doniisiim for.)
2 = 2 2

)
=sin/ n+— X
2

, (x # 2pm,p €EZ)

oldugundan

()
sIn| n+— X
Fn(X):—z

2sin —
2

bulunur. x = 2pm icin

Fn(zpn):1+ZCOSk2pn:1+21 :n+l
2 i3 2 = 2

bulunur. Son olarak

T

]EFH(X) dx= I(% +icos kxj dx

0

171: n m
=—|dx+ cos kx dx
T3]
:lx +zsmkx
2 0 k=1 k 0
1 2 (sinkr sin0
=—(n-0)+ -
-0+ 3 Skt
_r
2

bulunur.
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6.11. Teorem: f fonksiyonunun Fourier katsayiar1 a, ve by lar ise

¥ = b, R
—k yve Y —X sayi serileri yakinsaktir.
; . ; - say y

ispat: Her x,y € Rigin (x — y)* = 0 dan x — 2xy + y? > 0 ve bundan
daxy < % (x% + y?) ve dolayisiyla

1
xllyl <5 & +y?) (1)
1
elde edilir. (1) esitsizliginde x yerine a,, ve y yerine > yazilirsa,

IaHI%S%(aﬁ+;1Z)

esitsizligi bulunur. Z:af1 serisi Bessel esitsizliginden dolay1 yakinsak ve Ziz
n=1 n=1 n

serisi de yakinsak oldugundan yakinsak iki serinin toplami olan Z(aﬁ +i2j

n

n=1

o0

n

a

serisi de yakinsaktir. Karsilastirma kriterinden Z— serisi yakinsak ve dola-
n=1

yisiyla Za—“ serisi mutlak yakinsak olur. Mutlak yakinsak her seri yakinsak

n=1

olacagindan Za—“ serisi yakinsak olur. zb—“ in yakinsakligi benzer sekilde
n=1 11 n=1 1

elde edilir.

PARCALI SUREKLI ve TUREV

6.5. Tanim (Parg¢al Siireklilik): f fonksiyonu [a,b] nin sonlu adette
noktasi harig diger noktalarda stirekli ve ayrica tanimsiz ya da stireksiz oldugu
sonlu adetteki noktalarda sag ve sol limitler mevcutsa f fonksiyonuna [a,b] de
parcall siireklidir denir. [Burada a’da sagdan limitin ve b’de de sadece soldan
limitin varhgi istenmektedir].

.. x?, 0<x<1
Ornek: f(x) ={2 lex<?

seklinde tanimlanan f fonksiyonu [0,2] de pargali stireklidir.
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Ornek: f(x) =% seklinde tanimlanan f fonksiyonu 0 noktasini igeren
hi¢bir aralikta pargali siirekli degildir.

6.6. Tamim (Parcgal Siirekli Fonksiyonlar I¢cin Sag ve Sol Tiirevler):
f fonksiyonu [a,b] de parcgali siirekli olsun ve bir x € [a,b) verilsin. Eger

limoM limiti mevcutsa bu limite f fonksiyonunun x, noktasinda

X—>X o+ X_XO

sag tirevi denir ve f'(x,+0) ile gosterilir. Eger x, € (a,b] i¢in
_ f(x)-f(x,—-0) .. .. o :
hmo— limiti varsa bu limite f fonksiyonunun x,; noktasinda sol

X=X X_X(]

tirevi denir ve f'(x, — 0) ile gosterilir. Buna gore f(x,+0)= lim f(x) olmak

X—X(+0

uzere

F(x, +0)= lim (CI=I(%*0)

X—X(+0 X — XO

ve f(x,—0)= limof(x) olmak tizere

F(x,—0)= lim J)=1(X,+0)
X=Xy —0 X_XO

dir.

6.12. Teorem: f fonksiyonu [a,b] de parcal siirekli ve f’in tiirevi ' de
[a,b] de pargal siirekli olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun a noktasinda sag-
dan tiirevi, b noktasinda soldan tiirevi mevcuttur ve (a, b) nin her noktasinda
da hem sag hem de sol tiirevi vardir.

Ispat: Herhangi bir x, € [a,b) alahm. f 'in x, noktasinda sagdan tiirevi-
nin varoldugunu ispatlamalyiz. f ve f'-niin ikisi de [a,b] de par¢al siirekli ol-
dugundan hem f hem de f’, [a, b] nin sonlu adette noktalari disinda tanimh ve
sureklidir ve dolayisiyla hem f 'in hem de f'-nin (x,, x,)] a¢ik arahginda stirekli
olacag sekilde x, dan buyiik bir x; sayis1 vardir. Herhangi bir x, € (x,, x,] ala-
Iim. f fonksiyonu (x,,x) de siireklidir. Her t € (x,, X] i¢in (x,, x] de f ile ayn1 ve
X, da f(x, + 0) olarak tanimlayacagimiz g fonksiyonunu yani

f(t), te (xx]

g(+) = {f(x0 +x), t=x%,
ile tanimlayalim. g fonksiyonu [x,,x] de stirekli ve (x,,x) de tiirevlenebilir
olur. Diferensiyel hesabin ortalama deger teoreminden

gx)—8(%p)

— . =£g©®

X—Xq
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olacak sekilde bir §€ (x,,x) vardir. g(x) =f(x),8(x,) =f(xo+0) ve
g'(%) = f'(%) oldugundan
g)—f(xo+0)
= f'(§)
X—Xg
elde edilir. x, < § < x oldugundan x — x, iken § — x, olacagindan ve f’, (x,, x)
de siirekli oldugundan, lim f’(x):gim f'(&)=f'(x,+0) olacak dolaysiyla
f(x)—f(x¢ +0)
X—Xq

X, € [a,b) noktasinda sagdan tiirevi vardir. Benzer sekilde her bir x, € (a,b]
noktasinda f ’in soldan tiirevinin var oldugu gosterilebilir.

= f'(x, + 0) esitligi elde edilecektir. O halde f 'in her bir

FOURIER SERILERINDE iNTEGRAL

Parcali stirekli bir fonksiyon pargali siirekli oldugu aralikta Riemann
integrallenebilirdir. Bu gercegi bundan sonraki incelememizde kullanacagiz.

6.13. Teorem: f fonksiyonu 2n peryotlu peryodik bir fonksiyon ve f ile
tiirevi f', [—mr, ] kapali araliginda pargal siirekli ise f’in Fourier serisi her bir
X, icin

f(xg—0)—f(xg+0)

2
sayisina yakinsar yani a, ve by lar f’in Fourier katsayilar1 olmak tizere

2+ 3 (@, coslox, + b, sins, )= 11(x, ~0)+(x, +0)]
k=1

dir.
Ispat: f’in Fourier katsayilari a,. ve b, lar ve Fourier serisi
a—z" +i(ak coskx,+b, sinkx,)
olsun. Her n € N V;:;(O sabiti i¢in
Sn(xo)=a—2°+i(ak coskx, +b, sinkx, ) (1)
k=1
q

yazalim. lim Sn(XO)ZE f(x,—0)+f(x,+0)] oldugunu gosterelim. (1) da a;, ve by

katsayilarini yerlerine yazarsak,

Sn(xo):%_[f(x) dx+) %(J.f(x)coskx)cosk)% dx+%(jf(x)sinkx)sin kx, dx
. k=1 n n
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117 K in ks
= Ejf(x)dx+z J.f(x)[coskxcoskxo+smkxsmkx0]dx}}

:% % ]?Tf(x) dx+ Z ]Ef(x)cos k(x—x,) dx}
f f(x)dx+ | {Zcos k(x— xo)} f(x) dx}

1
27
]Ef(x) {E + Zcos k(x —xo)}dx}

f(X) F (x—x,) dx}

L e—

g 7 +;(XO +u)F, (u) du}
T
j f(x,+u)F, (u) du}
:—{ j f(x,+x)F,(x) dx}
T -
bulunur. Her n € N icin }Fn(x) dX:g ve jJ.Fn(X) dx=§ oldugundan,
1 1% 1 1
S, (x,)—=[f(x,—0)+f(x,+0)]=— _[f(xo +x)F (x)dx—=f(x,-0)—=f(x,+0)
2 T 2 2
:1 j.f(x0 +x)F (x) dx—lf(x0 —0)+lj|if[xo +x)F (x) dx—lf(xo +0)
T 2 Ty 2
= ] '(ff(x0 +x) F (x) dx—lf(x0 —O)TFn(x)dX+ljff(xo +x)F (x)dx
Lo s o T%
—lf(x0 +0)ijn (x)dx
T 0
17 17 17
=— [£(x, +X) E, (x) dx—— [ £(x, —O)F, (x)dx+= [ f(x, +x) F,(x) dx
Tl:frr n—rc n 0

—ljl’(x0 +0)F, (x)dx
n 0
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= 1 j).[f(xo +x)—f(x, —0)JF,(x) dx+1]€[f(x0 +x)—f(x, +0)JF, (x) dx
T 0

L0 sm(n+ j x sm(n+ j
= = [Ty +3) = £, ~0) 22 dx+ = [ [, +x)— (%, +0)]——= dx
X T X

T 2sin = 2sin =
2 2
X
cos> COos nx
. j [, +3)~ (%, ~0)] —Z-sinnx+ dx
2sin —
2
17 coss, cos nx
+—'[[f(xo+x)—f(xo+0)] 2 sinnx+ dx
o 2sin —
2
, o
1 I fx +x)= (%, =0)) 2 .cos~-sinnx |dx+— I f(XO +x)-1(%,-0) cosnx dx
. X . X 2
- Sin — 4
[ x
lJ‘ fxo +x)=f(x%,=0)) _2 -cos ~-sinnx |dx+ = Jf(xo #X)=f(x, =0) cos nx dx
o X Sing 2 ™o 2
0 5 0
_1 I fx +x)=f(%,=0) 2 -cos X -sinnx dx+ jf(xo +x)~ (%, ~0) cos nx dx
- X . X 2
-n sin E o
X
.[ fC +x)~f(x, ~0) 2 -cos x -sin nx dx +I £, +%) =, =0) cos nx dx
T X 2 0 X
sin 5
X
f —f(x,— ~ -
(%)= (x, +x)—f(x,—0) 2 .cosX, B, (x)= f(x,+%) . f(x,—-0)
X sin ~
2
X

f(x, +x)—f(x,-0)
2

f(x, +x)—f(x,+0) 2 -COSX, D,(x)=

sin~
2

Dy(x)=



www.matematikl.com 24

dersek J,,9,,, ve &, fonksiyonlar swrasiyla [—=,0],[—m=,0],[0,7] ve [0, 7]
araliklarinda parcgal stirekli dolayisiyla integrallenebilirlerdir dolayisiyla 6.5.
Sonug¢dan dolay1

0 0
I@I(x)sin nxdx=0, j@z(x)cos nxdx=0

I@B(x)sin nxdx=0, I®4(X)cos nxdx=0
0 0
olur ve boylece

1imSn(x0)—1[f(xO -0)+f(x,+0)]

—hm D@ (x)sinnxdx+ I@Z(x)cosnxdxﬂ.@ (x)sin nx dx+j®4(x)cosnxdx
=0
olur ve boylece lim{Sn(xo)—%[f(x0 -0)+f(x, +0)]} =0 ve dolayisiyla,

lims, (x,) =[x, ~0) +£(x, +0)]

elde edilir, bu da f in Fourier serisinin x, noktasinda %[f(x0 —0)+f(x, +0)]

sayisina yakinsamasi yani

E+Z(akcoskx +b, sin kx )——[f(x0 0)+f(x,+0)]
k=1
olmasi demektir.

6.14. Teorem: f ve tiirevi f’, [—mn, ] de pargal siirekli ise f’'in Fourier
f(xg+0)+f(x9—0)

serisi her bir x, € (—mx, ) i¢in 5 sayisina yakinsar ve x, = 7
. f(=m+0)+f(—0) : .
icin 2 sayisina yaklnsar yani x, € (—n,n)i¢in
?+Z(ak coskx, +b, sinkx,)== [f(x0 0)+f(x,+0)]
k=1
dir ve

f(—r+0)+f(n—0)
2

_+Zak( 1) =
dir.
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Ispat: f fonksiyonunun tanmmli oldugu her bir x € [—m,n) icin
g(x) = f(x+ 2kn) seklinde f fonksiyonu 2n peryotla peryodik olarak R ye bir
g fonksiyonuna genisletelim. 6.13. teoremden dolay1 her x, i¢in

2o, > (a, coskn+b, sinkm) = 8%, ~0)+ (%, +0)

2 o 2

dir, burada a, ve by g'nin Fourier katsayilaridir ve f 'nin Fourier katsayilari ile
aynidir. Dolayisiyla f’in Fourier serisi her x, € R i¢in

a—z" +Y (a, coskx, +b, sinkx,) = g%, —O)erg(xo +0)

k=1

esitligini saglar. Her x, € (—m,n) i¢in g(x, —0) = f(x,— 0) ve g(x,+ 0) =
f(x, + 0) oldugundan x, € (—m, ) i¢in

a—zo +Y (a, coskx, +b, sinkx,) = fx, _0);“)(0 +0)
k=1

dir. x, = ™ olsun. g(m+ 0) = g(m—2n + 0) = g(—m + 0) = f(—m+ 0) oldugu
g’'nin peryodikliginden elde edildiginden

b | 3 (a, cosk, + b, sinkeg) = 220+ 3 (1) = LCTFOH(R=0)

2 g 2 g 2
dir. Benzer sekilde x, = —n i¢cin g(—nt—0) =g(—-n+2nr—-0) =g(n—0) =
f(r — 0) oldugundan,

a—z" + i(ak cosk(—n)+b, sink(-m))= 3_20 4 i(_l)k _fl=m+ 0)2+ f(n-0)

elde edilir.

6.15. Teorem: [—7, 1] de integrallenebilen bir f fonksiyonunun Fourier
serisinin bir x, noktasinda bir s sayisina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

lim j [f(x, +0)+f(x, —0)—2s]F, (x) dx =0
0
olmasdir.

Ispat: f’in Fourier katsayilar1 a, ve b, lar olmak iizere f’in Fourier seri-
sinin n + 1 inci kismi toplami

S.(X,)= a—2° +Z:(ak coskx, +b, sinkx,)
k=1
olsun. Bu takdirde
S, (%)= [ £(x, +X)F, (x) dx
TE -7

oldugunu 6.13. teoremiin ispatinda géormustiik.
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Sn(xo)—s:1 jif(x0 +x)F (x)dx—s
Tc T

== if(x0 —x)F, (x) dx—]zf(xo +x)F, (x) dx} -S

1 _Tf(xo —x)F, (~x) dx+ff(x0 +x)F, (x) dx} —s
T x 0

= M6, = 30F, () + £, + X)F, () dx} —sm
T

O O 3

[f(x, —x)+f(x,+x)—2s]F (x) dx}

bulunur.

6.16. Teorem: f fonksiyonu [—mn,n] de tiirevlenebilir, f 'nin tiirevi '
fonksiyonu [—mn, ] de parcali siirekli ve f(—n) = f( m) oluyorsa f 'nin Fourier
serisi [—m, ] de f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Ispat: f ’in Fourier katsayilarmi a,, b, lerle ve f 'nin tiirevi f’ 'niin Fou-
rier katsayilarmi a’,,b’,, (tiirevlerini) lerle gosterelim. Her n i¢in

a, :lJ‘f(X)cos nxdx, (f(x) = uise du = f'(x)dx)
TC*TC

[(f( )cosnxj J-f( )smnx ]

1 j f'(x)sin nx dx
nw

o by
n
elde edilir ve

b, = 1 jf(x) sin nx dx
T -

[f( )( cosnxj

i _[f( )( Cosnxjdx]
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- [re (— cos nXJ dx
nm n

1,
= —an
nmw
bulunur. _Her niginb’, = —na, vea’, = —n b, elde edilir. (b)) ve (a',)) dizi-

leri f' fonksiyonunun Fourier katsayilar1 oldugundan 6.11. teoremden dolay,

0 !
a
By

n=1| N

00 ! ’

>

n=1 n

'
an

ve

oldugundan serile-

]

] serisi yakinsaktir.

L b
serileri yakinsaktrr. |a, |=|—
n

bl’l

ri yakinsaktir. Dolayisiyla yakinsak iki serinin toplami olarak, Zﬂan b

n=1

+

n

+b,

n

serisi yakinsaktir. Her n icin x € [—m, 7] icin Zﬂa

n=1

Her n icin X € [—m, 7]
la,, cos nx+ b, sin nx| < |a,, cos nx| + |b, sin nx|
= |a,||cos nx| + |b, ||sin nx]|
<la,| + |b,|

oldugundan M- kriterinden dolay: Zﬂan +lb, ] nin yakinsak olmasindan

n=1

0
Z:(an cosnx+b, sinnx)
n=1

fonksiyon serisi [—mr, 7] de diizglin yakinsak olur dolayisiyla,

A, < .
=0+> (a,cosnx+b, sinnx)

n=1
fonksiyon serisi [—mr, ] de diizglin yakinsaktir. 6.4. Sonu¢dan dolay1 bu fonksi-
yon serisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. O halde f ’in Fourier serisi

[—m, 7] de f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

6.6. Sonugc: f fonksiyonu [—=, ] de tiirevlenebilir, f 'nin tiirevi ' fonksi-
yonu [—m,n] de parcal strekli ve f(n) = f(—mn)oluyorsa a, ve by f in Fourier
katsayilar1 olmak tizere

limna, =0 ve limnb_ =0

n—oo n—oo

dir.

Ispat: 6.16. teoreminin ispatinda her n € N i¢cin —na, =b’, venb, =
a’, oldugu gosterilmisti. Bir fonksiyonun Fourier katsayilar1 0’a yakinsayaca-
gindan f' nin Fourier katsayilari icin

limb] =0 ve lima; =0

n—oo n—oo
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dir. Buradan limna, =0 ve limnb, =0 bulunur.

n—oo n—oo

6.7. Sonug: f, ', f',...,fP~D ler [-r,n] de mevcut ve tiirevlenebilir, f(p)
de [—m,n] de integrallenebilirse ve

f(n) = f(—n),f () = f(n),f'(n) = '(n),...,f PV (1) = P~V ()
oluyorsa

limn®a, =0 ve limn"b, =0

n—0 n—0o

dir.

Ornek: o ve B sabit sayilar olmak iizere
ax, —m<x<0
f(x)_{Bx, 0<x<m
fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.

Coziim: Her n € N icin

a, :l jf(x)cos nx dx
Tc—n

o b
If(x)cos nxdx+ j f(x)cos nx dx}
0

[T

1
T
1
T

o Txcos nx dx+BTxcos nx dx}
L et -1m-pa-(-1m)

m

_o=B) g
= ]

bulunur.
a, = & j f(x) dx
TE -7

17 17
=E—J;f(x)dx+;-([f(x) dx

:gj‘de+EJTEXdX
TE*T[ Tc()

(-
2
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bulunur.
17 ,
b,=— Jf(x) sin x dx
T -

0 m
:1jf(x)sinxdx+1jf(x)sinxdx
T” T

'@

a
:—Ix51nxdx+

jxsmxdx
T

0
B{—-xcosnx 1 |
+—~| ————+—sinnx

T n n’

=T

T

of —xcosnx 1 .
=—| ————+—sinnx
n n

- 0

_1 n+1
n
bulunur. f 'in Fourier serisi
) +Z(a cos nx+b_ sinnx)
n=1
1o $[(a-pfi-(-1y]
B 2
2 2 = T n
dir. 6.14. teoremden dolay1 bu seri x, € (—n, ) i¢in
f(xg—0)+f(xo+0)  f(xg)+f(xg)
= = f(xo)

f(—mt—0)+f(m+0)

2
f(r—0)= lim Of(x) = limO ox=o(—m)=—an

cosnx+(a+ B)ﬂsin nx}
n

a yakinsar ve x, = *micin ye yakinsar.

f(-r+0)= lim f(x)= lim Bx=an

(B-)m

oldugundan, x = +m de ye yakinsar, dolayisiyla x, € (—n,n) i¢in

f(x,)= (B= Ot)n+i{(a—ﬁ) [1_(_21)n]cosnxo+(oc+[3)—(_1)n+1 sinnxo}
n

n=1 T n
dir ve x, = migin

(B0 _(B-odn < {(oc—m i-c1y]

cosnm+ (o + B)ﬁsin nn}
n

2 4 — T n
_B-or_ (0-P)s 2 201
4 T ;(Zn 1) 7 (1)

_B-o)r (a-P)§ 2
4 n ;(Zn 1)
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oldugundan
(B-a)r _(B-o)r (B- Ot)z 1
2 4 n S(@2n-1)
dir. Her iki yan1 B — o ile bolersek
T 2 1

T
2 4 gk l(2n—1)2
T23
Z_E;(Zn 1)
o0 1 B TCZ
;(Zn—l)z "8
bulunur. Burada

o0 0

1
Z(2n i7" Z oy Z n’
lii:% olacagindan

2

alinirsa S = T + C bulunur. 3 -
C C nz;(zn) 4 n=1 n

S=4CveT=3C
dir. Buna gére

2 -
T=—% oldugundan C =55 L S= 5
S

elde edilir.

Bu 6rnekte a = 3 = 1 alinirsa f(x) = xfonksiyonunun Fourier serisi bu-

lunur. x € (—=,m) icin
sinnxise x= 22( 1) sin nx

( 1)n+1
Z n=1 n

bulunur. a = —1 ve B =1 alinirsa f(x) = |x| olur ve dolayisiyla x € (—m,7) i¢in

z(-2)[1-(-1)"
|X|:g+;( )[ 512)]

n+1

CoS nx

=E—z %cos[Zn—l)x
4‘ TCn:1 (21’1—1)

bulunur.

FOURIER TRIGONOMETRIK SERIiLER
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6.7. Tanim (Fourier Kosiniis Serisi): f fonksiyonu [0, 7] de integralle-

nebilir bir fonksiyon olsun. a, :zj.f(x)coskx dx olmak lizere
n 0

a o0

“0+> a, coskx
2 k=1

serisine f’in Fourier Kosiniis serisi denir.

6.8. Tanim (Fourier Siniis Serisi): f fonksiyonun [0,n] de integralle-

nebilir bir fonksiyon ve b, = zjf(x)sin kx dx olmak iizere
n 0

ibk sin kx
k=1

serisine f’in Fourier sinis serisi denir.

6.19. Teorem: file f', [0,] de parcal stirekli ise f 'in Fourier Kosiniis

serisi her bir x, € (—m,m) igin 7 ye yakinsar x, = 0 icin

f(mt + 0) noktasina ve x, = w i¢in f(t — 0) a yakinsar.

Ispat:
G _ f(—x), —m<x< 0ve — x,f'nin tamim kiimesi
(x) = { f(x), 0 < x < 1t ve x,f 'nin tanim kiimesi

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu G fonksiyonu her x icin G(—x) = G(x) esitligi-
ni sagladigindan cift fonksiyondur ve [—n, ] de pargal siireklidir dolayisiyla
integrallenebilirdir. G’'nin Fourier serisiile f’in Fourier Kosiniis serisi aynidir.
Gergekten; cift iki fonksiyonun ¢arpimu ¢ift fonksiyon olacagindan G(x) - cos nx
fonksiyonu cift fonksiyondur dolayisiyla her n € N i¢in

a, :1 .[G(x)cos nx dX:zIG(x)cos nx dXZEJ-f(X)COS nx dx
chn n 0 T 0

dir. Cift fonksiyon ile tek fonksiyonun carpimi tek fonksiyon olacagindan
G(x) - sinnx fonksiyonu tek fonksiyondur dolayisiyla her n € N icin

b, :l IG(X)sin nxdx=0
TC*TC

dir. Boylece G’'nin Fourier serisi

a <« a, <~ a, <
0+ (a,cosnx+b, cosnx)=""+>"(a, cosnx+0-cosnx)="2+» a, cosnx

n=1 n=1 n=1

dir. an ler f in Fourier katsayilari oldugundan G’nin Fourier serisi
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iJrZ:an coSs nx (D
n=1
ayni zamanda f’in Fourier Kosiniis serisidir. G fonksiyonu ile tiirevi G', [—7,7]
de parcah siirekli oldugundan 6.14. teoremden dolay: her bir x, € (0,n) i¢in
G(xg+0)+G(X9—0) G(—m+0)+G(m—-0)
(1) serisi 5 saylisina ve X, = *m i¢in 5 sayl-
sina yakinsar. Buna gore G cift bir fonksiyon oldugundan x, € (0,n) i¢in

G(x,—-0)= limOG(x) = limof(x) =f(x,—-0)

G(x,+0)= limOG(X): limof(x):f(xO +0)
ise

G(xy+0) =f(x, +0)
olur. x, = 0 igin

G(0-0)= limOG(x): limof(—x):f(0+0)

olup benzer sekilde
G(0+ 0)=f(0+0)
dir. x, = —m i¢in

G(—m+0)= lipqOG(x): lifnof(—x):f(—n+0) ise G(—m+0) =f(m—0)

G(r—-0)= lin}OG(x): lirr}of(x):f(n—O) ise G(m—0) =f(m+ 0)
dir. (1) serisi x, € (0,n) i¢in

G(Xg+0)+G(xg—0) f(x9+0)+f(xy—0)

2 B 2

sayisina yakinsar, x, = 0 icin

G(0+0)+G(0-0)  f(0+0)+f(0+0)

2 N 2

sayisina ve X, = Tt i¢in

G(—m+0)+G(m—-0) f(m+0)+f(m+0)

2 2
sayisina yakinsar.

= f(0 + 0)

= f(m — 0)

6.20. Teorem: file f',[0,n] de pargali siirekli ise f 'in Fourier siniis seri-
f(x9+0)+f(xy—0)

si her bir x, € (—n,n) i¢in 5 ye yakinsar ve x, = O ve X, = —=n
icin ise 0’a yakinsar.
Ispat:
6(x) {—f(—x), —m<x< 0ve —x,f'nin tanim kiimesi
X)= . .. .
f(x), 0< x<mvexf nintanim kiimesi
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fonksiyonunu tanimlayalim. G fonksiyonun tek fonksiyondur. G'nin Fourier
serisi ile f’in Fourier siniis serisi aynidir. Gergekten, tek bir fonksiyonla cift bir
fonksiyonun carpimi yine tek fonksiyon olacagindan her n € N icin

a, :1 J.G(X)COS nxdx=0
Tc—rc

dir ve tek bir fonksiyonla tek bir fonksiyonun ¢arpimi ¢ift fonksiyon olacagin-
dan her n € N icin

b, 1 [G)sin nx dx=2 [GE)sinnx dx=2 [£(x)sinnxdx
T Ty Ty

dir, dolayisiyla an ler sifir ve bn ler de f in Fourier siniis serisinin katsayilari-
dir. G’'nin Fourier serisi

0
an sin nx
n=1

dir ki bu ayni zamanda f in Fourier siniis serisidir. 6.14. teorem kullanilarak
G'nin tek fonksiyon oldugu g6zoniinde tutulup bir 6nceki teoremin ispatina
benzer yol izlenerek ispat tamamlanir.

Ornek: Her x € [0,n] i¢cin f(x) = x olarak tanimlanan fonksiyonun Fou-
rier Kosintus serisini bulunuz.

Cozum: Her n € N i¢in

I . T 2
an=EJ.XCOSHXdX=E{XSlnnX+COSZHX:| _2[( 1)2 1]
Ty nl n n® |, m n
T 2" 2
222 27
Ty T2 w2

O halde f’in Fourier Kosiniis serisi
J +Zan cosnx ="+ ZE—[(_DZ 1 Cos nx =E_£Z—cos(2n _12)X
2 = 2 =n n 2 s (2n-1)
bulunur. fve f', [0, t] de (parc¢all) siirekli oldugundan her x € (0, 7) i¢in
X=E—£ZCOS(ZH_12)X
2 nid (2n-1)
dir ve x = 0 icin f(0+0)= 1ifn0f(x): lianX:O oldugundan

OZE_ézcos(Zn—lz)-O
2 s (2n-1)
T 4 1

————=0
2 ﬂ:nzl(zn_l)
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4 & 1 T

n=(2n-1y 2

o0 1 B TCZ

;(Zn—l)z "8

bulunur. x = T i¢in f(n+0)=xgmwof(x)=xl+ir?£x=n oldugundan

nzﬁ_éicos(Zn—lz)n
2 nid (2n-1)
T 4G (-1
2 _E;(Zn—nz
o0 ( 1)2n -1 TEZ
Z(2n 1) "8
bulunur.

Simdi de f’in Fourier siniis serisinin katsayilarmi bulalim. Her n € N
icin
2

b, =Ejf(x)sin nx dx=gjxsin nx dx=—[—x
Ty Ty T

2(_1)n+1
2 = n

. T
cosnx Sinnx
+

n n

0
bulunur. Buna gore f’in Fourier Siniis serisi

ibnsinnx Z( .
n=1 n=1 n

dir. 6.20. teoremden dolay1 her x € (O,TC) icin

n+1

sinnx= ZZ( 1) sin nx
n

n+1

n+1

X= ZZ( ) sinnx

n+1 n+l

dir ve x =0 i¢cin 0= 22( 1) sinn0 ve de x = m i¢in 0= ZZ( 1) sinnn
n=1 n n=1 n

dir.

Simdi ¢ herhangi bir pozitif say1 olmak lizere [—c, c] araliginda integral-
lenebilir bir f fonksiyonunun Fourier serisinin katsayilarinin nasil verilecegini

gorelim. t = %x degisken degistirmesi yapilirsa dt = %dx ise dx = %dt olacak-
tir ve x = —T icin t = —c ve x = T icin t = c olacagindan, f(t) = f(% x) = g(x)

seklinde verilen g’'nin Fourier katsayilari her n € N igin

a, :l J'g(x)cos nx d)(zlj.f(t)(cosztjE dtzlj-f(t)[cos Etj dt
md m? c Jc (o c
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a, zljf(t)cosﬂt dtzlj.f(x)(cosﬂxj dx
c’ C (s c
ve
15 T 15 . nm
b, =—If(t)sm—t dtz—jf(x)(sm—xj dx
(o c (o c

olacaktir. Bunlar1 gozoéntine aldigimizda asagidaki tanimi verebiliriz.

FOURIER KATSAYILARI

1 C
6.9. Tanim: f fonksiyonu [—c, c] de integrallenebilir ise a, =—Jf(x) dx,
c

15 15

her n € N icin a, =— If(x)(cos HX] dx ve b, =— J.f(x)(sinﬁxj dx sayilarina f
(o C (o C

fonksiyonunun [—c,c] de Fourier katsayilari denir ve

a, < T LT
“0+) 1 a,cos=x+b, sin—x
2 = C C

serisine de f fonksiyonunun [—c, c] de Fourier serisi denir.

6.21. Teorem: f ile f', [—c,c] araliginda pargal siirekli ise f 'nin [—c,c]

deki Fourier serisi her bir x, € (—c,c) i¢in 5 ye yakinsar ve
f(—c+0)+f(c—0)
X, = *cicin 5 sayisina yakinsar. Yani her bir x, € (—c, ¢) i¢in
fx, +0)+{(x, =0) =ﬁ+z a, cos ﬂxo +b, sinﬂx0
2 2 O C C
ve X, = — Cigin
f(-c+0)+f(c—-0) :ﬂ“LZ acos nmn(—c) +b_ sin n7n(—c) :ﬁ_'_zan(_l)n
2 2 = c c 2 =

ve X, = cig¢in
f(-c+0)+f(c-0) a

4o
2 2

+ i(an cosnm+b_sin nn)z Sy ian (-1)"
n=1 2 n=1

dir.
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Ispat: Bu teoremin ispat1 6.14. teoremden ve her h(x) = %x fonksiyo-
nunun strekliligi ile f 'in [—c, c] deki Fourier serisinin g(x) = (f o h)(x) fonksi-
yonunun [—m, 7] deki Fourier serisi ile ayni oldugu gerceginden elde edilir.

0, —5<x<0

4 0<x<5 fonksiyonunun Fourier serisini bulu-

Ornek: f(x) = {

nuz.
Cozim: Her n € N icin
5
a, = % I f (X)[COS % xj dx
-5
1 _Tf(x)(cos EX) dx+ if(x)(cos Exj dx
5% 5 0 5
[0 5
1 JO-(COS ij dx+_[4(cos Ex) dx
5 5 5 . 5
4 5

nm
:—Icos—x dx
0

= éi[sinmc—sinO]
nmw

=0

5 5 5
a, =§jf(x) dx=%jf(x) dx=§j4 dx ==gx
-5 0 0

b, = %j;f(x)(sin %xj dx
1} . nm
X E!‘f(x)(sm ?xj dx
= lvliél[sin mxj dx
5% 5
_4[1-(-1)]

5 n
bulunur. Buna gore f in Fourier serisi
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n=1

a—2°+2(a cos—x+b sin %x]

é+Z: 0-cos 2 x 4wsinﬂx
2 I T n 5
o sin (Zn—l)nx
T h=1 (Zn_l)

bulunur. f ile f' fonksiyonlar1 [—5,5] de par¢al siirekli oldugundan dolayy, her
Xy € (=5,5)\{0}
f(x,+0)+f(x,—0) =2+§Zsin (Zn-1nx 1
2 T 5 (2n-1)

dir ve
f(x,—0)= limof(x]:f(x0+0) ve f(x,+0)= limof(x):f(xo+0)

oldugundan x, € (—5,5)\{0}i¢in

8 . (2n-1)nx 1
f =2+—) sin .
(o)=2+ 2, 5  (20-1)

f(0+0)+f(0-0) 0+4
dir ve =, = 2 oldugundan x, = 0 i¢in

2

2:2+§Zsin (Zn-lmx 1
T 5 (2n-1)
Zsin (Zn-Dnx 1 _
5  (2n-1)
dir ve x, = 5 icin de f(—5 + 0) = 0 ve f(5— 0) = 4 oldugundan
f(-5+0)+f(5-0) 0+4

2 )
olacagindan
2 =2+§ZSin (2n -~ 1)mx 1
i 5 (2n-1)
2=2
bulunacaktir.
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