www.matematikl.com 1

1. BOLUM
DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE
TEMEL KAVRAMLAR

GIRIS

Diferansiyel denklemler ilk kez, XIIV. ytizyilda, Sir Isaac Newton'un tii-
revi tanimlamasindan sonra tlirevin amaglar1 dogrultusunda kendisi tarafin-
dan ortaya konuldu. Newton, diferansiyel denklemleri parcacik ve gezegen
hareketlerinin incelenmesinde kullandi. Bu konu, XIX. ve XX. ylzyilda gelise-
rek modern matematigin bir kolu oldu. Diferansiyel denklemlerin gelismesin-
de, Birkhoff, Cauchy, Lyapunov, Picard, Poincaré ve Riemann’'in 6nemli katki-
lar1 olmustur. Bu matematikgiler ve bunlardan sonra gelenlerin elde ettigi ku-
ramsal sonuglar birgok bilimde uygulama alani1 bulmustur.

Fizik, Makine, Insaat, Elektrik-Elektronik, Jeoloji ve baz1 diger bilimler-
de bir olay1 agiklamak ya da bir problemi ¢6zmek, cogu kez bir diferansiyel
denklem kurmay1 ve onu ¢6zmeyi gerektirir. Bu nedenle diferansiyel denklem-
leri siniflandirmak ve onlarin ¢éziilebilirlilik durumlarini arastirmak diferan-
siyel denklemler kuraminin baslica konusunu olusturur.

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Diferansiyel denklemler genel olarak

i) Bayag diferansiyel denklemler

ii) Kismi diferansiyel denklemler
diye iki grup altinda incelenir. Bu ¢alismada bayag diferansiyel denklemler-
den soz edilecek ve gereksinme duymadik¢a bayagi sifat1 kullanilmayacaktir.

1.1. Tanim: Tek bir degiskene bagh bir fonksiyonun bu bagimsiz degis-
kene gore tiirevlerini iceren bir denkleme bayagi (adi, basit) diferansiyel

denklem denir.

Bu bayagi denklemler en genel olarak,
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fxy,y,...y™) =0
biciminde yazilir. Burada y™, y’nin x’e gére n. tiirevi demektir. Buna karsin,
bu kitapta incelenecek olan denklemlerinin pek ¢cogunu
y® =gxyy', -, y" )
biciminde yazilabilenler olusturur. Yani, en yiiksek basamakl tiireve gore ¢o-
zulebilen denklemler.

Ornegin,
y'+e¥ +5xy' — cosy = 0
denklemi f(x,y,y’,...,y®™) = 0 tiiriinde bir denklemdir. Giinkii bu denklem y"
ne gore ¢ozilemez. Yine,
y"'—5xy'+8xy+9=0
denklemi y(n) =g(x,y,y, ,y(“_l)) tirindedir. Ciinkii bu denklemi,
y"'=5xy' —8xy—9 =0
seklinde yazmak miimkiin olmaktadir.

1.2. Tanim: ki ya da daha ¢ok bagimsiz degiskene bagh bir fonksiyo-
nun bu bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini iceren bir denkleme kismi (par-
cal1) diferansiyel denklem denir.

z = z(X,y) olmak tzere birinci basamaktan iki bagimsiz degiskenli bir
kismi diferansiyel denklem en genel olarak

0z 0z
f(x,y,&,ﬁ) =0
biciminde yazilir. Ornegin,
0z 0z _ ,
BX&— (5x+y)a—y— X
bir kismi diferansiyel denklemdir. //

Gerek bayag: gerekse kismi diferansiyel denklemler incelenirken onlar
da kendi aralarinda tiirlere ayrilir. Bu siniflandirmalar yapilirken basamak
(mertebe), derece ve dogrusallik kavramlar: kullanilir. Simdi o kavramlari ve-
relim.

1.3. Tanim: Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin basamagi-
na o denklemin basamag (mertebesi) denir. Ornegin,

y' + 3xy = x3
denklemi birinci basamaktan (mertebeden) ve

xy" — 5x%y' + 4y + 10 = 0
denklemi ikinci basamaktandir.
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1.4. Tanim: Bir diferansiyel denklem denklemdeki tiim tiirevlere gore
tam ve rasyonel olacak sekilde yazildiginda, denklemdeki en yiiksek tiirevin
derecesine o denklemin derecesi denir. Grnegin,

(y)? +sinxy>—6=0
denklemi ikinci dereceden ve

")+ () -5y +3x=0
denklemi ii¢lincii derecedendir.

1.5. Tanim: Tam ve rasyonel sekle konulan bir diferansiyel denklemde,
bagimh degisken ve tiirevleri yalniz birinci dereceden olup, bunlar denklemde
carpim halinde bulunmuyorlarsa, denkleme dogrusaldir denir. Bayag1 dogru-
sal diferansiyel denklemler en genel olarak, '

a,(x)y™ +a;(X)y" P+ +a,(X)y = b(x)
biciminde yazilir. Bu denkleme n. basamaktan bayagl dogrusal diferansiyel
denklem denir. Eger, b(x) = 0 ise, denklem ikinci tarafsiz bayagi dogrusal di-
feransiyel denklem diye adlandirilir, 6rnegin,

y' + 5xy = 8Inx
denklemi birinci basamaktan bir dogrusal denklemdir. Fakat

y’ + 5xy? = 4Inx
denklemi dogrusal degildir. Ciinkii o, y ye gore ikinci derecedendir.

FONKIiSiYONLARIN iLKELDEN DIiFERENSIYEL DENKLEMIN ELDE
EDIiLMESI

Bu kesimde verilen bir ilkel fonksiyondan diferansiyel denklemin nasil
elde edilebilecegini aciklamaya calisacagiz. Once tek parametreye bagh olan

F(x,y,c) = 0 (D
kapali fonksiyonunu goz ontine alalim. Burada c paramatresi degistikce (1) ile
tanimlanan fonksiyon x, y-diizleminde farkh egriler verir. Iste tiim bu egrileri
temsil eden diferansiyel denklemi bulabilmek ic¢in, y'nin x’in bir fonksiyonu
oldugu goz oniline alinarak (1) in x’e gore tiirevi alinir. O zaman

OF s oF o ,
O &y, c) dy Xy, 0y = (2)

denklemi bulunur. (2) genel olarak, x, y, y' ve c’ye baghdir. Bu halde, (1) ile (2)
arasinda c parametresi yok edilerek

f(x,y,y) =0 (3)
seklinde birinci basamaktan bir diferansiyel denklem elde edilir. Su halde (1)
egri kiimesinin diferansiyel denklemi (3) tiir. Eger, (2) denklemi c’den bagim-
s1z olsaydji, (1) in diferansiyel denklemi dogrudan dogruya (2) olacakti.

Ornek: y = 10e?* fonksiyonundan diferansiyel denklemini elde ediniz.
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Coztum: Verilen fonksiyonun x’e gore tiirevi

y' = 20e**
dir. iki denklem arasinda c yok edildiginde,
y—2y =0

diferansiyel denklemi bulunur.

Ornek: y = ¢, (x + ¢;) egri ailesinin diferansiyel denklemini elde ediniz.

Coziim: Verilen fonksiyonun tiirevi y’ = ¢, oldugundan
y=y'&+y)
y—xy' = ()?*=0

1. mertebeden 2. Dereceden diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek: y = c (1 + cosx) fonksiyonunun diferansiyel denklemini elde
ediniz.

Cozim: Verilen fonksiyonun tiirevini alalim. Sonra da c’yi yalniz biraka-
lim.

y' = ¢ (—sinx)
sz = ©
elde edilen bu degeri ilkelinde yerine yazalim. Sonra da diizenleme yapalim.

!

y = _si};u( (1 + cosx)
sinxy = —y’ (1 + cosx)
sinxy + (1+ cosx)y’ =0

olarak bulunur.

Ornek: x? + y? = c? cemberlerinin diferansiyel denklemini bulunuz.

C6ztm: Bu bir kapali fonksiyon olup, x’e gore tiirevi

x+yy =0
dir. Elde edilen bu denklem c’den bagimsizdir, 6yleyse bu denklem istenen
diferansiyel denklemdir.//

Simdi de iki parametreli

Fxycc2) =0 (3)
kapal fonksiyonunu g6z ontine alarak diferansiyel denklemini bulmaya ¢alisa-
Iim. Bu denklemin x’e gore tiirevi
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OF OF
—(X ¥, €1, C3) +50 (X V,¢c,C)y =0 (4)

dir. (3) ve (4) denklemlerl arasinda genel olarak iki parametreyi yok etmek
icin yeterli degildir. O sebepten Ugiincii bir denkleme ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in
(4) in tekrar x’e gore turevi alinir. O zaman

0°F 0%F 0%F OF

7z T2 on ayy 2(y)+ay—0 (5)
elde edilir. iste, (3), (4) ve (5) denklemleri arasinda c; ve c, parametreleri yok
edilerek

fxy,y',y") =0
seklinde bir ikinci basamaktan bir diferansiyel denklem elde edilir .

Ornek: y = 3e* + 5sinx (1)
fonksiyonunun ¢6ziim kabul eden diferansiyel denklemi bulunuz.

Coziim: Fonksiyonun x’e gore tiirevi

y' = 3e* + 5cosx (2)
dir. Bu iki denklem arasinda 3 ve 5’'i yok etmek mumkiin degildir. Bu nedenle
ikinci tlireve ihtiyag¢ vardir. Bu tiirev

y'' = 3e* — 5sinx (3)
olur. Simdi elde edilen bu ii¢ denklem arasinda 3 ve 5’i yok edelim. (1) ve (3)
denklemleri taraf tarafa toplayalim ve ¢ikaralim.

yty" o _y=y”
3= 2eX S = 2sinx (4)
elde edilir. (4) denklemini (2) denkleminde yerlerine yazilirsa,
Y+Y y=y"
SeX e+ 5—=— sinx C0SX

2y’ = (y+y") + (y —y") cotx
(1 —cotx)y” —2y" + (1 + cotx)y =0
diferansiyel denklemi bulunur.

Ornek: c, ve c, keyfi sabitler olmak iizere
y = c;e®* + ce™ (1)
fonksiyonunun ¢6zim kabul eden diferansiyel denklemi bulunuz.

Coziim: Fonksiyonun x’e gore tiirevi

y' = 4ce®™ + 5c,e5% (2)
dir. Bu iki denklem arasinda c; ve c,’i yok etmek miimkiin degildir. Bu nedenle
ikinci tlireve ihtiyag¢ vardir. Bu tiirev

y'' = 16¢c,e** + 25¢,e5% (3)
olur. Simdi elde edilen bu li¢c denklem arasinda c; ve c,’i yok edelim. (1) ve (2)
den,
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—5y = —5¢;e** — 5c,e%¥ vey’ = 4ce™ + 5c,e¥isecy = }’_;—453
(1) ve (3) den,
4x 5x " 4x 5X ; y”_16y
—16y = —16¢c,e™ — 16ce>* vey' = 16c,e™ + 25c,e”* ise ¢, =

9e5x

bulunur. Bu son iki denklemi (1) de yerine yazarsak,
_y=5y 5y otx L Y =16y 5
y= Ttk 9e5x *
”_16
y——y+5y+y9 .

9y = -9y’ + 45y +y"' — 16y

y" =9y’ +20y =0
diferansiyel denklemi bulunur.//

Simdi de tek degiskenli n parametreli,

F(X,,¢1, 0 Ca) = 0 (7)
kapal fonksiyonunu gz 6ntine alalim. ¢4, -*+, ¢, parametrelerinin yok edilmesi
icin n + 1 denklemine ihtiya¢ vardir. Bu sebeple, (7) in tiirevini n defa almak
gerekir. Bu tiirevler,

OF N oF 0 8
o ayy = (8)
’F + 2 o°F + 62F 2 4 OF =0 9
6“ OF

— M _ 1
oxn — + -+ Y =0 (10)

dir. (7), (8), (9), --,(10) denklemleri arasinda c4, -+, ¢,, parametrelerinin yok e-
dilmesiyle

fx,y,y, -, y™) =0
diferansiyel denklemi elde edilir.

Yukaridaki ifadeler gostermektedir ki n parametreli bir ilkel fonksiyona
n. basamaktan bir diferansiyel denklem karsilik geldigini gosterir. Ancak,
Cq, ", Cy parametrelerinin birbirinden bagimsiz olmasi gerekir. Eger paramet-
reler bagimsiz degillerse, bagiml olanlarin dogrusal bilesimi yeni bir paramet-
re ile gosterildikten sonra diferansiyel denklem bulunur. Ornegin,

y = ¢1X+ ¢ + 8¢z
fonksiyonu her ne kadar tli¢ parametreli gibi goriintiyorsa da, c2 ve c3 birbi-
rinden bagimsiz olmadigi i¢in, c, + 8c; = c, denilerek parametre sayisi azalti-
lir. Buna gore, yukarida verilen fonksiyon gercekte iki parametreli olup,
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y = C1X + C4_
seklindedir. Bu ilkel fonksiyona karsi gelen diferansiyel denklem ikinci basa-
maktan

y/l — 0
denklemidir.

BASLANGIC DEGER PROBLEMI

Burada baslangi¢c degeri hakkinda bilgi verelim. Sabit sayinin tiirevi
sifir oldugundan bu sabit sayinin degerini bulmaya baslangi¢ deger olarak ad-
landiracagiz. Simdi bu durumu 6érnekle izah edelim.

Ornek: y’ = 2x,y(0) = 5 baslangi¢c deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim: Bu problem bir baska sekilde soyle ifade edilebilir. y' = 2x

denkleminin x = 0 icin y = 5 olan ¢6ziimiinii bulmaliy1z. Oyleyse énce genel
¢6zimi bulalim. y' = 2x in integrali

y=x%+c

dir. Genel ¢ozlimde x = 0,y = 5 yazilirsa,
5=0%+c
c=5

bulunur. O halde istenen ¢6ziim
y=x%+5

dir. Goriliyor ki baslangic deger probleminin ¢6ziimii geometrik olarak
y' = 2x denkleminin (0,1) noktasindan gegen integral egrisinin bulunmasi
demektir.

Ornek: y"’" = e*,y(0) = 0,y'(0) = 2 baslangi¢c deger problemini ¢6zii-
nuz.

Cozim: Once genel ¢6ziimii bulalim. Integrali alininca,
y =4+
elde edilir. Bunun da tekrar integrali alinarak,
y=e*+cx+cy
genel ¢o6ziimi bulunur. Verilen baslangi¢ kosullarini son iki denklemde kulla-
narak c; ve c, sabitlerini belirleyelim. Son denklemde x = 0,y = 0 yazildiginda
0=e+c,-0+c,

Cz = _1
vey' = e* + ¢; denkleminde x = 0,y’ = 2 yazildiginda
2=e+¢

C1=1
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bulunur. Oyleyse aranan ¢dziim
y=e*+x+2
fonksiyonudur.

UYGULAMALI BiLIMLERDEN ORNEKLER

Bazi bilimlerde bir problemin ¢6ziimii bazen bir diferansiyel denklemin
¢oziimiini gerektirir. Gergekte diferansiyel denklemler biliminin bir amaci da
uygulamali bilimlerden gelen bu tiir problemlere uygun ¢éziim yéntemleri
bulmak ve onlar1 daha genel bir acidan incelemektir. Bu kisimda niifus artimi
ile ilgili bir uygulama yapilacaktir.

Ornek (Niifus artigi): Belli bir bélgenin niifusunu géz oniine alalm. Bu
bolgeden disariya veya disaridan bu boélgeye herhangi bir insan gocii almadi-
gim varsayalim. Bir t zamaninda bu boélgedeki insanlarin sayis1 N, dogum orani
n ve o0liim orani m olsun. Bu takdirde, bir At zamaninda, n - N - At kadar insan
dogacak ve m - N - At kadar insan 6lecektir. Eger At zamani boyunca niifus de-
gisimi AN ile gosterilirse,

AN=(n—m)-N-At (D
olacagi goruliir. (1) denklemide AN/At olusturularak At — 0 i¢in limit alinirsa,
birinci basamaktan

CL >
—=(m-m)-N, (t20) 2)

dogrusal diferansiyel denklemi elde edilir. Burada N, t'nin bir fonksiyonu olup,
fiziksel nedenlerle dogal sayidir.

Eger baslangictaki (t = 0 aninda) niifus sayisin1 N, ile gosterirsek,
problem bir baslangi¢c deger problemine dontstir. Yani, N(t) fonksiyonu (1) ile
birlikte

N(0) = N, (3)
baslangi¢ kosulunu da saglamalidir. Bu taktirde, (2), (3) baslangi¢ deger prob-
leminin ¢o6zimiu

N(t) = Nye(—mt
olur. Goriildugii gibi n > m ise niifus artar, n < m ise niifus azalr.

ALISTIRMALAR

1. y = ce™3* fonksiyonunu kullanarak y’ + 3y = 0 diferansiyel denkle-
mini elde ediniz.
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2. y = c;e¥ + c,e7* fonksiyonunu kullanarak y’’ —y = 0 diferansiyel
denklemini elde ediniz.
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