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2. BOLUM
1. MERTEBEDEN 1. DERECEDEN
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

GIRIS
2.1. Tammm: y' = f(x,y) biciminde yazilabilen denklemlere birinci
mertebeden ve birinci dereceden diferansiyel denklem denir. Eger f = %

biciminde ise, y’ = f (x,y) denklemi
M(x,y)dx + N(x,y) =0
seklini alir.

M(xy)
N&xy)
sekilde verilirse, Q(x,y) = 0 denklemini saglayan noktalarda f siireksiz ve
P(x,y) = Q(x,y) = 0 denklemini saglayan (%,y) noktalarinda ise f belirsiz olur,
f nin stireksiz ve belirsiz oldugu noktalara P(x,y)dx + Q(x,y) = 0 denkleminin
tekil noktalar1 oldugu reel analiz derslerinden bilinmektedir.

f fonksiyonu f = bicimine donitstiirilirse veya denklem bu

2.2, Tanim: x, y-diizleminde bir a¢ik nokta kiimesinin i¢inde bulunan
her basit kapali bir C egrisinin i¢indeki tiim noktalara bu nokta kiimesinin
icinde kaliyorlarsa, bu kiimeye basit baglantili bolge denir. Mesela konveks bir
kiime basit baglantili bolgedir.

DEGiISKENLERINE AYRILABILEN DENKLEMLER

2.3. Tanmm: y =g(x)h(y) seklinde yazilabilen denklemlere
degiskenlerine ayirabilen denklemler denir. Burada, g(x) ve h(y)
fonksiyonlarinin belli bir bélgede stirekli oldugu varsayilir. Bu denklem,

g(x)dx — h()dy 0

olur. Burada M(x) = g(x),N(y) = 1 olarak alinirsa

h(y)
M(x)dx + N(y)dy = 0
biciminde yazilabilir. Bu denklemini ¢6zmek i¢in terim terime integral almak
yeterlidir. Buna gore,
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[M@@dx + [ N(y)dy = c
ifadesi ile tanimlanan y fonksiyonu istenen genel ¢6ziimiinii verir.

. d X
Ornek: —Z = —; diferansiyel denklemini ¢6ziintiz.

y X,
Cozim = —§1seydy= —x dx

4y
" dx
[yd +fxdx—0
yz

2 2
olur.

Ornek:y' = \/X_y denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Cozum - \/_\/;/
= ﬁdx

y~1/2dy = x/2 dx
seklinde yazilir. Sonra terim terime integral alinarak,

[y Y2dy — [xz2dx =0

y1/2 _Xs/z .
1/2 3/2
3.Jy—vx=c

genel ¢6ziimi elde edilir.

Ornek: y' = €Y cos x denkleminin genel coziimiinii bulunuz.
y

dy
. . — y
Cozum: gx e’ Cos X
y
K cos x dx

cosxdx—eYdy =0

seklinde yazilir. Sonra terim terime integral alinarak,
[cosxdx— [eYdy =0
sinx+e¥ =c

genel ¢ozimii bulunur.
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) 2
Ornek:y' = — 1+y2 denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

1+x
dy  1+y?
Gozam: dx  1+x2
dy B dx
1+y2  1+x2
d dx
4 =0
1+y%2  1+x2

seklinde yazilir. Sonra terim terime integral alinarak,

dy dx
f1+y2 +f1+x2 =0

arctany + arctanx = ¢
genel ¢6ziimi bulunur.

d
Ornek: d_i = W diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim: [y dy = | &/2
(1-x2)
y? f x dx
2 4 V1-x2

burada da u = 1 — x? degisken degistirmeyi uygularsak du = —2x dx degisken
dontisimii yapilir.

1
2 1
y du uz
7=—fﬁ=—?+c=—2\/1—xz+c
2
Lrafi-2=c
2

Ornek: x(y + 1)2dx + (x?2 + 1)ye¥dy = 0  diferansiyel  denklemini
¢O0zunuz.

= 0 Burada da once birinci integrale

x dx yeYdy
Cozum: f 211 f(y+1)2

bakalim.
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u=x%+1 allnlrsa du = 2x dx olup degisken degistirme uygulanirsa

fXdX du 1

P13 T——lnu =—ln(x +1)+ ¢

bulunur. Ikinci integrale bakalim.
dy

y+1)°

u=ye¥,dv={[

secilelim. Burada

1
= @Y -
du=¢eY(y+ 1dy,v ]

oldugundan kismi integrasyon geregi
yeYdy (
2

olur. iki denklemden

1, ey

Eln(x +1)+E+C1+C2=0, (cg+ ¢ =—0)
1 eYy

—ln(x +1)+——=c¢

2 y+1

olur.

Ornek: 4x,/y2 + 1 dx — y dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: 4x,/y? +1dx —ydy =0

y dy A Y
'_y2+1 = 4x dx

y dy
f *y2+1 = f4xdx

olur. Burada u = y? + 1 doniisiimii yapilirsa du = 2y dy olup
L L
i x dx
1
Efu_l/zdu =2x" +c

ut/?z = 2x%2 + ¢

Jy2+1=2x%+c¢
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y2+1-2x*=c
olur.

Ornek: x(y — 1)y’ = y(x + 1) diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: x(y — 1y =y(x+1)
xy- DY = yx+ 1)

x(y — 1)dy — y(x + 1)dx
y—1 X+1
dy — dx =0

X

y

y—1 x+1
f—dy— —dx =0

y X

y—Iny—x—Inx=Inc
y—x—Inxy =Inc
e X(xy) T =c
e¥ X

Xy
olarak bulunur.

=C

. d
Ornek: d_z + ye* = e*y? diferansiyel denklemini ¢oziiniiz

Cozim: Verilen diferansiyel denklemi
tirdendir dolayisiyla;

&+ye =ey
ﬂ=exy2_yex
gx
_y_ X 2_
d}é—e(y y)
Zy = e"dx
"

y X

= | e'dx

=]

1 A B

Birinci integral icin
y’-y y y-1
uygulanirsa A = —1,B = 1 alinirsa

degiskenlerine

ayrilabilen

— —— rasyonel kesirlere ayirma yodntemi
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f f fedx

Inly—1)—Iny=¢e*+c

y—1

¥l = ex 4 ¢

olarak bulunur.

Ornek: (3x+ 8)(y? + 4)dx — 4y(x? + 5x+ 6)dy = 0  diferansiyel
denklemini ¢éziiniiz.

f (3x+8) dx f 4y dy
(X2+5x+6) (y2+4)

doniisiimleri yaparsak;
3x+8 A B

=—+
(x24+5x+6) X+3 X+2

Cozum: = 0 birinci i¢cin asagidaki

3x+8=Ax+2)+B(x+3)
3x+ 8 = (A + B)x + (2A + 3B)

A+B=3 }—2A—2B=—6}
2A+3B=8) 2A+3B=38

A=1B=2

f(3X+8)dX J-(l + Z)d
(x2+5%x+6) x+3 | x+2)
=In|x + 3| + 2In|x + 2|
= ln|(x + 3)(x + 2)?|
Ikinci integraller icin u = y? + 4 ise du = 2y dy olacagindan
4y dy 2 du
f(y2+4) f— = 2Inu = 2In(y* + 4) = In(y* + 4)°
olur. iki islem birlestirilirse
f (3x+8) dx f 4ydy
(x2+5%x+6) (y2+4)

(x+3)(x+2)
(v? +4)

=Inc
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(x+3)(x+2)?
(y2+4)2

elde edilir.
Homojen Diferansiyel Denklemler

2.4. Tanmm: Birinci mertebeden bir lineer bayag diferansiyel

X
denklemin d—i = f(x, y) seklinde verildigini biliyoruz. Eger ;veyag 'in

% = f(x y) = g(ﬁ)

olacak bicimde bir g fonksiyonu varsa, o zaman f(x, y) fonksiyonuna homojen
fonksiyon, denkleme de homojen diferansiyel denklem denir. Homojen
diferansiyel denklemler y = vx esitligi ile ¢6ziim aranir. Burada dy = vdx +
x dv oldugunu unutmamak gerekir. Burada

dy d(vx) xdv+vdx xdv vdx xdv

dx  dx dx _dx-i_dx_dx-l_V
olmaktadir.
3 dy x*+y? . -
Ornek: — = diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
dx Xy
Cozum:
dy x%+y? x? y? x y

dx Xy Xy x_y y X
oldugundan homojendir. y = vx déntistimleri yapilirsa;
d(vx) X VX

dx VX X

xdv vdx 1

FrIMr TR
dx
Jvdv=[—
v2
= (Inx) + ¢

2
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2

;—lnxzc

bulunur.

Ornek: (3x? — y?)dx — 2xy dx = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozum:
dy 3x*-y* 3x* y* 3x y

dx ~ 2xy ny_ 2xy 2y 2%
oldugundan homojendir. y = vx dontisiimleri yapilirsa;

2vdv dx
f -

3vz Y x
Birinci integralde u= 1 — v2 déniisiimii yapilirsa du = —2v dv olup

2vdv du 1 5
- > =—%) —=-—zlhu=—-Z-In(1-v") =
1-v u 3 3

-1/3
y
In (1 - x—z)

bulunur. Buna iki denklem
-1/3

ln(l——) = Inx+Inc

x2 _

biciminde sonuclanir.

d 242x
Ornek: _y =7 y
dx x2

diferansiyel denklemini ¢6ziintiz.

Cozum:
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dx x2 x2 x2

X
oldugundan homojendir. y = vx dontisiimleri yapilirsa;
xdv 2
— 4+ v=v +2v
dx
x dv 2
P Vi +v
dv dx
vZ+v X

(1 1) dx
- —)dv=—
v v+1 X

Inv—In(v+1) =Inx+Inc

In———— =1
rlX(V+1) = e

X2+xy
Ornek: (x?+y?)dx+ (x> —xy)dy =0 diferansiyel
¢ozunuz

Cozim: (x? + y?)dx + (x2 —xy) dy = 0
2, .2 2

X“+y y
2,2 +
ﬂzx+y _ x2 :1 <2
dx ~ xy-x2  xy-x2 Y1
x2 X
oldugundan homojendir. y = vx déntistimleri yapilirsa;

x dv 1+v?
—+v=

dx v—-1

xdv  1+v? v+1

denklemini
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v—2In(1+v)=Inx+Inc
v=In(1+v)?>+Inx+Inc
v=1Incx(1+v)?2

e’ = cx(1+v)?2

e/ = cx (1 + %)2

ifadesi elde edilir.

Ornek: xy?y’ = y3 — x3 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozum:
dy v3-x3 3 <3 y  x2
dx ~ xy2  xy2 xy?2 Xx vy
oldugundan homojendir. y = vx dontisiimleri yapilirsa;
xdv
= tVEVTa
P2y =% X
X

2 dx _
Jvidv+[—=0
v3

—+Inx=0
3

y—+1nx= 0
3x3

10
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elde edilir.

Ornek: xy’ =y + xe¥/* diferansiyel denklemini y(—1) = 1 baslangig
kosulu altinda ¢6ziintiz.

Coziim: xy' =y + xe¥/X
ﬂ — Y + ¥/
dx x
oldugundan homojendir. y = vx déntistimleri yapilirsa;
x dv

—+v=v+e
dx

e V=Inx+c

e /X =Inx+c
y(1) = 1 sartin1 uygularsak
e Y/ =1n1+c

c=e
bulunur. Buna gore denklem
eV/*=Inx+e
olarak bulunur.

Ornek: x cos% % =X+ ycos % diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coztiim: Bu diferansiyel denklem homojendir. Gergekten
dy 1+§ cos%
dx cos%
oldugundan homojendir. y = vx dontiisiimleri yapilirsa;
xdv 1+vcosv
— tv=——
dx CoSV
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x dv 1

dx cosvV

dx
cosvdv = <

[cosvdv = f%

sinv=Inx+c

y

sin=—Inx=c
X

Ornek: (x? + 2y?)dx — xy dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: (x% + 2y?)dx —xydy = 0

x?+2y? dy

Xy dx

x? 2y? dy

xy xy dx

X 2y dy

y x dx

oldugundan homojendir. y = vx déntistimleri yapilirsa;

1 x dv
—+2v=—-"-+4+vV
\V4 dx

dx vdv

X vZ+1

f%_ vdv
x J vZ+1

Ikinci denklemde u = v? + 1 déniisiimii uygulanirsa du = 2v dv olup

dx 1 rdu
<=3

lnx=%lnu+lnc

12
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Inx = IncVu

XxX=cVvi+1

olur.

1.1. Not: Bazi denklemlerde y =xv doénisimi disinda farkh
dontisiimlerde uygulanmak zorunda kalinabilir. Simdi bu tiir denklemlere bir
ornek verelim.

) d
Ornek: d_i = (y — 4x)2 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: dy = (y —4x)?dx denkleminde y=4x+v donisimi
uygularsak dy = 4dx + dv olur. Buna gore
4dx + dv = vZdx

dv 2 _ 4
dx_V

dv

dv ( dx 1 x+a)
= | dx, =—=—ln—
fV2—4- f fxz—az 2 x-a
1 v+2
—In—=x+4+c¢c
4 v-2
1. y—4x+2

Z " y—4x—2
olarak elde edilir.

=X+cC

TAM DIFERANSIYEL DENKLEMLER
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OF(x,y) 0F(x,y)
X

2.5. Tanim: = M(x,y), dy = N(x,y) olacak sekilde

dizlemin belli bir B boélgesinde siirekli tlirevleri olan bir F(x,y) fonksiyonu
varsa,

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

(1)
denklemine tam diferensiyel denklem denir. Bu tamimdan, (1) bi¢iminde
verilen her denklemin tam diferensiyel olacagi anlami ¢ikarilmamaldir.
Ciinki, y' = f(x,y) seklinde verilen her denklem (1) bi¢ciminde yazilabildigi
halde bazi denklemler tam diferensiyel degildir. Bununla ilgili ileride
bahsedilecektir.

2.1. Teorem: Eger, M(x,y),N(x,y) ve tirevleri diizlemin bir B
OM(xy) ONxy)

ady dax
denklemi tam diferansiyeldir.

bolgesinde siirekli ve ise, M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Ispat: Bir B bolgesinde sabit bir (%, yo) noktasi gozoniine alarak,

X y
F(x,y) = [M(s,y,)ds + [N(x,t)dt
Xo Yo
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun her iki yaninin x’e gore tiirevi
alinirsa,

OF(x,y) ON(x,1)
—==M(x,y,)+ | —=dt
~ =M(xy,) j -

(2)

olur. Hipotez geregince,

INXD  OM(xY)

O T olup, bu deger (2) de yerine

yazilirsa,
dF(x,y)
0x

bulunur. Benzer sekilde

= M y,) + Mx y,) — M(x,y) = M(x,y)
0F(x,y)

= N(x,y) elde edilir. Oyleyse, M(x,y)dx +
N(x,y)dy = 0 tam diferansiyeldir.
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OM(xy) ON(xy)
dy ve 0x

bolgesinde siirekli ve M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 denklemi tam diferansiyel
ise,

2.2. Teorem: Eger, tirevleri dizlemin bir B

M(xy) _ IN(XY)
dy  0x

dir.

ispat: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 tam diferansiyel oldugundan tanim
geregince,
JF(xy) 0F(xy)
P M(x, y), ay N(x,y)
olacak sekilde bir F(x,y) fonksiyonu vardir. Yukaridaki esitliklerden
birincisinin y’ye ve Ikincisinin x’e gore tiirevi alinirsa,
0%F(x,y) O0M(xy) 0%F(xy) ON(xy)

0x dy dy ' 0dyox 0x
(3)
. . OM ON o
olur. Hipotez geregince a_y ve F™ surekli oldugundan,
0’F(xy) _ 9*F(xy)
dx dy - dy 0x

dir. Oyleyse, (3) esitliginin ikinci yanlar1 da 6zdes olmalidir. Buradan,
oM 0N

— = — sonucuna varilir.
ay ox

2.3. Teorem: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 denklemi tam diferensiyel
olsun ve

0F(xy) J0F(xy)

= M), oy - N(xy)

olacak sekilde bir F(x,y) fonksiyonu bulunsun. Bu taktirde y’in, diferansiyel
denklemin bir ¢6ziimii olmasi icin gerek ve yeter kosul

F(x,y) =c
denklemini saglamasidir.

ispat: Bir F(x,y) = ¢ denklemi bulmak i¢in, y’in bir ¢éziim oldugunu
varsayalim. Verilen diferansiyel denklemde M ve N yerine hipotezle verilmis

OF oF | . :
olanM = %’ N = dy degerleri yazilirsa

6Fd +aFd 0
0x X ay y=
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olur. Elde edilen denklem tam diferansiyel oldugundan
dF(x,y) =0
bulunur. Bu ise F(x,y) = c oldugunu gosterir.

Tersine, y'in F(x,y) =c denklemini sagladigini varsayarak,
gostermeliyiz ki; y, tam diferensiyel denklemin bir ¢oéziimidir. Kapal

fonksiyonlarin tiirevi kuralina gore, F(x,y) = c nin tiirevi alinirsa,
JdF OF dy

ox "oy ax T
aFd +aFd 0
OXX 6yy_

OF OF

elde edilir. Bu denklem de % ve a_y yerine, hipoteze gore, M(x,y ) ve N(x,y)

konuldugunda,
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
bulunur. Bu bize y’in bir ¢6ziim oldugunu goésterir. //

Ornek: (2x + e¥)dx + (xe¥)dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: M(x,y) = 2x + e¥ ve N(x,y) = xe¥ ise
0M ON

— _ — _
ay T 9x
elde edilir ki bu denklem tam diferansiyel denklemdir. M(x, y) ye gore
degerlendirme yapalim.
Fxy) = [ M(x y)dx + ¢(y)
F(x,y) = [(2x + e¥)dx + ¢(y)
F(x,y) = x% + xe¥ + ¢(y)
OF  do)

xe¥ = xe¥ + dd—

0-dy = do(y)
d(y) =c

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
x2+xe¥+c=0

bulunur.
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Ornek: 3x(xy —2)dx+ (x3 +2y)dy =0 diferansiyel denklemini
¢Ozuniz.

Coziim: M(x,y) = 3x(xy — 2) ve N(x,y) = x3 + 2y ise
oM  ON

ay T 0x X
oldugundan tam diferansiyel denklemdir. N(x, y) ye gore degerlendirme
yapalim.
Fxy) = [ N(xy)dy + ¢(X)
F(x,y) = [(x3 + 2y)dy + ¢(x)
F(x,y) = X’y + 2y + ¢(y)
O0F 2 do(x)

=3
ax - XY T T

M(x,y) = 3x%y + ——= d¢(X)

3x(xy — 2) = 3x%y + _d(lég(x)
_ox = 40

—6fxdx = [dd(x)
-3x*+c=0Kx)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
X3y +y?2—3x2+c=0

olur.

Ornek: 2xydx + (x?y — 1)dy = 0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

Cozim: M(x,y) = 2xy ve N(x,y) = x%y — 1 ise
oM 0N
— =—=2X
Jdy  0x
oldugundan tam diferansiyel denklemdir.
F(xy) = [(2xy)dx + ¢(y)
F(x,y) = x%y + ¢(y)
F _ ;o)
oy - 77T ay
Xy —1=x%y+ (M()i_(yY)
—Jdx=¢(x)
—y+c=0¢()
olur. Bu degeri F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
X’y —y+c=0
bulunur.
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Srnek: 3-y yZ—ZX> _ PN . _
Ornek: ( 2 )dx + ( 2 dy=0, y(—1)=1 diferansiyel
denklemini ¢6ziiniiz.
o 3=y _3 'y _yE-2x 1 2,
Cozim: M(x,y) = Z a2 a2V N(x,y) = o2 Tx plse
OM 0N 1

dy o0x  x2

oldugundan tam diferansiyel denklemdir. M(x, y) ye gore degerlendirme

yapalim.

F&J%{&%—%}k+Mﬂ

Foy) = —2+ L4 4(y)

oF 1 dowy)
dy x dy

1.2 _1, 4o
x y2 X dy

—§®=®®

—§f®=mw

2y 2 +c= ()
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
-3 2
y_= + S +c=0
X y
olur.y(—1) = 1 oldugundan

elde edilir.

Ornek: (ycosx+ 2xe¥)dx + (sinx + x2e¥ + 2)dy = 0
denklemini ¢éziiniiz.

diferansiyel

Cozim: M(x,y) = ycosx + 2xeY ve N(x,y) = sinx + x?e¥ + 2 ise
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OM 0N

a—y—&—cosx+2xe

oldugundan verilen denklem tam diferansiyel denklemdir.

F(x,y) = [(ycosx + 2xe¥)dx + ¢(y)
F(x,y) = ysinx + x%¢eY + ¢(y)

OF

a—y=smx+2xe +q:l—(;’)

sinx +x%eY + 2 = smx+2xey+d¢(}’)
J2dx = ¢(y)

2y + ¢ = ¢(y)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
ysinx + x%eY + 2y + ¢ =0
bulunur.

Ornek: (2x3 +xy? + 2y + 3)dx + (2x + x%y)dy = 0 diferansiyel
denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: M(x,y) = 2x3 + xy? + 2y + 3 ve N(x,y) = 2x + x?y ise
oM 0N
dy  0x
oldugundan verilen denklem tam diferansiyel denklemdir.
F(x,y) = [(2x3 + xy? + 2y + 3)dx + ¢(y)

4 242
F(x,y) =X—+%+2xy+3x+¢(y)
oF do(y)
P — + 2 A A4
dy X2 y + 2x + dy
2x + x%y = x y+2x+d¢(Y)
0-dy = ¢(y)
d(y) =c
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
4 x2y2
?+ +2xy+3x+c=0

bulunur.

Ornek: (2x + 16xy)dx + (8x? — 30y?)dy = 0 diferansiyel denklemini
¢O0zunuz.

oziim: M(x,y) = 2x + 16xy ve N(x,y) = 8x? — 30y? ise
C y y y y
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oM 0N
— = — = 16x

dy  ox
oldugundan verilen denklem tam diferansiyel denklemdir.

F(x,y) = [(2x + 16xy )dx + ¢(y)

F(x,y) = x* + 8%’y + ¢(y)

OF d

gl o(y)

dy dy
do(y)

8x? — 30y? = 8x? + —=2=

X y X + dy

=30 [y*dy = ¢(y)
—10y® + ¢ = ¢(y)

olur. Bu degeri F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
x? +8x%y —10y3 +c=0

bulunur.

Ornek: (2x3 +3y)dx+ (3x+y—1)dy = 0 diferansiyel denklemini
¢ozunuz.

Cozim: M(x,y) = 2x3 + 3y ve N(x,y) = 3x+y — lise
oM  ON
dy  ox
oldugundan tam diferansiyeldir.
F(x,y) = [(2x® + 3y )dx + ¢(y)

4
F(x,y) = 5+ 3xy + 6()
0F d
oF _ ., o)
dy dy

3x+y-—1 =3x+%(yy)

fgy — Ddy = ¢(y)

-yt = 60)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
<4 2

y
. . 3 i _ =0
2+ xy+2 y+c=

bulunur.

Ornek: (cosxsinx — xy?)dx + y(x? — 1)dy = 0 diferansiyel denklemini
y(0) = 2 baslangig sart1 altinda ¢6ziiniiz.
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Coziim: M(x,y) = cosxsinx — xy? ve N(x,y) = y(1 — x?) ise

oldugundan tam diferansiyeldir.
Fxy) = [(y— Xzy )dy + 6(x)

y2
F(x,y) ————+¢(X)
9F d¢(X)
ox Xyt
cosxsinx — xy? = —xy? + —== d(l)(x)

[ cosxsinxdx = ¢(x)
olur. Burada integrali ¢6zmek icin u = sin x degisen degistirmesi uygulayalim.
du = cosx dx oldugundan

fudu= %uz +c
1,
Esm X+ ¢ = ¢(x)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
1
y?(l —XZ) +Esinzx+c =0
elde edilir. y(0) = 4 baslangic¢ sart1 olduguna gore
4? 2 1.2
—(1-0*) +=sin0+c=0
2 2
c=-8
2
1
y—(l —XZ) +=sin’x = 8
2 2

denklemi bulunur.

Ornek: (x+y+ 1)dx+ (x—y—3)dy =0 diferansiyel denklemini
¢Ozunuz.

Cozim: M(x,y) =x+y+ 1veN(x,y) =x—y— 3ise
oM _ON _
dy  0x
oldugundan tam diferansiyeldir.
Fixy) = [(x+y+1)dx+ (y)

2
F(x,y) = 5 +yx+ X+ (y)
oF _ . do)
6y dy
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x—y—3 =X+—d(l()1(XY)
f(—zy— 3)dy = ¢(y)

—y7—3y+c=<l>(y)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
2 2

X y 3 0
> + yxX + x > y+c=
bulunur.

Ornek: xy’ = 2xe* — y + 6x? diferansiyel denkleminin tam diferansiyel
oldugunu gosteriniz ve ¢éziimiini bulunuz.

Cézim: xy' = 2xeX —y + 6x?
., 2xeX—y+6x>
y =—~
dy 2xe*-y+6x?
dx X
(2xe* —y + 6x2)dx + (—x)dy = 0
olur. Simdi tam diferansiyel olup olmadigini inceleyelim. M(x,y) = 2xe* —y +

6x% ve N(x,y) = —x ise
oM ON
dy  ox

oldugundan tam diferansiyeldir.
Fx,y) = [ —xdy + ¢(x)

F(x,y) = —xy + ()
OF R do(x)
ax Y q
2xeX —y + 6x% = —y + _%E(X)
[(2xe* + 6x?)dx = $(x)
(1)
Burada 6nce [ 2xe*dx integralini ¢ozelim. Bunun igin kismi integrasyon
uygulayalim.
u = 2x ve dv = e* dx secilirse du = 2 dxvev = e*
olacagindan
[ 2xe* dx = 2xe* — 2 [ eX dx = 2xe* — 2e* = 2e¥(x — 1)
(2)
olur. (2) esitligini (1) esitliginde yazarsak
2eX(x — 1) + 2x3 + ¢ = ¢(x)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
2e¥(x— 1) +2x3—xy+c=0
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Ornek: (2 + xlz) dx + (y - %) dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: M(x,y) = 2 + Xlzve N y) =y —%ise
oM 0N 1

oldugundan tam diferansiyeldir.
1
Fexy) = [ (y—3 ) dy + ()
y2_y
Fx,y) =5 -5+ 0(x)

2 X
F _y  d®
0x  x2 dc)i(q)( |
y_ ¥y, 90X
2+ %5 =5+"5
[2dx = ()
2x + ¢ = ¢(x)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
2
y——X+2x+y+c= 0
2 X
bulunur.

Ornek: (2xy —3x?)dx+ (x> +y)dy =0 diferansiyel
¢O0zunuz.

Cozim: M(x,y) = 2xy — 3x? ve N(x,y) = x% + y ise
oM ON

dy  ox X
oldugundan tam diferansiyeldir.
F(x,y) = [(2xy — 3x*)dx + ¢(y)
F(x,y) = x%y —x° + ¢(y)
oF  ,  do(y)

ay dy

x> +y =x*+ —dd()l(;/)
Jydy =¢(x)

y2

4= ()

denklemini


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 24

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;

y2
xly—x*+5+c=0

bulunur.

Ornek: 2yy'x(x+y?) — (x2 —y%?x) =0 diferansiyel denklemini
¢Ozunuz.

Cozim: 2yx% x+y)—-x2-y*x) =0

d
2y x+y) —(x—y) =0
(x—y?)dx = 2y(x +y*)dy = 0
haline déniisiir. Buna gore M(x,y) = x — y? ve N(x,y) = —2y(x + y?) ise
oM _ON _
dy  ox y
oldugundan tam diferansiyeldir.
F(x,y) = fZ(X —y3)dx + o(y)
F(x,y) = 5 — xy? + ¢(y)
oF do(y)
—=_2 AT
dy Xy + dy
—2yx — 2y% = —2xy +
=2 [y3dy = ¢(y)

—%y“ +c= ()

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
2

do(y)
dy

X 1
?—xy2 —§y4+c= 0
bulunur.
INTEGRAL CARPANI

2.6. Tanim: Tam diferansiyel olmayan denklemleri tam diferansiyel
yapma katsayisina integral capini denir. Yani bir integral carpani ile tam
diferansiyel olabilir.

2.4. Teorem: Bir tam diferansiyel denklem
A y)M(x,y)dx +A(xy) N(x,y)dy = 0
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sart1 biciminde ise buradaki A(x,y) integral ¢carpani

X

i) Yalniz x’e baghysa A = el TN dir,
My—Nx

ii) Yalmz y’e baghysa A = el oMY gir.,

Ispat: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 biciminde verilen ve tam diferansiyel
olmayan denklem My, # N, oldugu takdirde A(x,y) katsayisi ile

A YIM(x,y)dx +A(x,y) N(x,y)dy = 0
denklemi tam diferansiyel olabilir. Bu denkleme tam diferansiyellik sarti

uygularsak,
IAxYMEy)]  IAXYINEY)]
ay B ox
JA oA oM ON
NG~ Mgy =2 (55 ~ 5)

(1)
parcali diferansiyel denklemi elde edilir. Burada A’'nin yalniz x’ya da yalniz y’ye
bagl olmasi halinde (1) denklemi bayag: diferansiyel denkleme indirgenir.
Simdi A'nin bu 6zel halleri i¢in bir integral carpaninin nasil bulunacagim
gorelim.

i) A = A(x) oldugunu varsayalim. Bu durumda, 6_y = 0 olacag icin, (1)

denklemi yalniz x’e baglhysa,

oA oM ON
Nax=* (a—y %)
— = dx
A N

bayag diferansiyel denklemine indirgenir. Boylece bu denklemden bulunacak
olan A(x) carpani verilen denklemin her terimi ile ¢arpilirsa denklem tam
diferansiyel olur.

dA
ii) A = A(y) oldugunu varsayalim. Bu durumda ol 0 olacagi icin (1)

denklemi yalniz y’e bagliysa,
YL S )
dy ~ "\dy 0x
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A M Y
My —Nx

A=el T
bayag1 diferansiyel denklemine indirgenir. Benzer sekilde bu denklemden
bulunacak olan A(y) carpani verilen denklemin her terimi ile carpilarak
denklem tam diferansiyel yapilmis olur.

Ornek: (x — y)dx — dy = 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Cozim: M(x,y) =x—yveN(x,y) = —1ise

—_— 1 _—

dy " ox 0

oM  ON . . o or e .
olup a_y * I tam diferansiyel degildir. Simdi integral ¢arpaninin hangi

degiskene bagh oldugunu bulalim.
My—Ny —1—
Axy) === 1
W= ] AxY)dx — of 1dx — ox
integral ¢carpani bulunur. Bu ¢arpan ile verilen denklemin iki tarafi ¢arpilirsa;
eX(x—y)dx—e*dy =0
bulunur. Bu durumda
M(xy) = e*(x—y) ve N(x,y) = —
oldugundan tam hale déntismiis oldu. Ciinki
OM 0N [,
dy  0x ¢
olur. Simdi tam diferansiyel ¢6ziimii yapalim.
Fxy) = [(=e)dy + ()
F(x,y) = =€y + 6(x)

Py 4 00
oax 7 *
xe* —ye* = —eXy + = dcl)(x)

[ xe* dx = ¢(x)
Elde edilen integrale kismi integrasyon yontemi uygulayallm. u=x ve
dv = e* dx ise du = dx ve v = e* dir.
xeX — [ eXdx = ¢(x)
efx—1)+c=¢(x)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
—-e*y+eXx—1)+c=0
e(x—y—-1)+c=0
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bulunur.

Ornek: y dx + (3 + 3x — y)dy = 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Cozim: M(x,y) =yveN(x,y) =3 + 3x —yise
oM ON

—=1—=3

=1,
dy 0x

OM 0N
olup O_y * Ix tam diferansiyel degildir. Simdi integral ¢arpaninin hangi

degiskene bagl oldugunu bulalim.
_ My—Ny 1-3 2
Mxy) =Lt = =1

2
L= el Axy)dy — efy'dy — e2Iny — y?
integral ¢carpani bulunur. Bu ¢arpan ile verilen denklemin iki tarafi ¢arpilirsa;
y3dx+ (3+3x—y)y?dy =0
haline donitsiir. Bu durumda
M(x,y) = y* ve N(x,y) = (3 + 3x — y)y?

tam diferansiyel oldugu bulunur.
F(x,y) = [y*dx + ¢(y)
F(x,y) = y*x + 0(y)
oF 2 do(y)
dy 3y°"x + dy
3y? + 3xy? — y3 = 3y?x + %~
JBy? =y dy = ()

A
y> =t c=91)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;

<I>(Y)

: 4
bulunur.

Ornek: (3x2+y+3x3y)dx+xdy =0 diferansiyel denklemini
¢Ozunuz.

m: M(x,y) = 3x% +y + 3x3y ve N(x,y) = x ise
, ON
=1+3,— =

Coz
OM
d x
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oM 0N
olup B_y * Ix tam diferansiyel degildir. Simdi integral ¢arpaninin hangi

degiskene bagh oldugunu bulalim.
_My=Nx _ 143x3-1_ oo

3
integraTgarpam bulunur. Bu ¢arpan ile verilen denklemin iki tarafi ¢arpilirsa;
(Bx?2+y+3x3y)dx+xdy =0
(Bx2 +y +3x3y)eXdx + xeXdy = 0
haline d6nitigiir. Bu durumda
M(x,y) = (3x2 + v + 3x3y)eX ve N(x,y) = x X’
M 0N 3 3
a—y = 9% = 3x" e
tam diferansiyel oldugu bulunur.
F(x,y) = [xeXdy + ¢(x)
Fxy) = xy e + ()
3 3
% = 3x’ye* + ye* + dd;(;)
3x%e* +ye* + 3x3yeX = 3x3yeX + yeX + %
[3x2e¥’dx = ¢(x)
Burada u = x3 degisken degistirmesi yapilirsa du = 3x? dx olup

+ eX3

[ evdu = 6(x)
e = ¢(x)
e 4= d(x)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
xyeX3 +eC +c=0
olur.

Ornek: [y?(x+ 1) +y]dx + (2xy + 1) dy = 0 diferansiyel denklemini
¢Ozunuz

Coéziim: M(x,y) = y?(x + 1) + yve N(x,y) = 2xy + 1 ise
oM ON
— =2yx+1)+1,— =2

dy ox
oM 0N
olup a_y #* I tam diferansiyel degildir. Simdi integral ¢arpaninin hangi

degiskene bagh oldugunu bulalim.
3= My—Nx _ 2yx+2y+1-2y _

N 2xy+1 1
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W= ef?xdx — ef Ldx — ox
olarak bulunur. Denklemi integral ¢arpani ile ¢carpani ile ¢carparsak
[y2(x+ 1) + yle*dx + (2xy + 1)e*dy = 0
sekline doniisiir. Bu durumda
M(x,y) = [y2(x+ 1) + y]e*ve N(x,y) = (2xy + 1)e¥
0M 0N

a—y—a—nye + 2ye* + €*

tam hale dontsiir.
F(x,y) = [(xy®e* + y?e* + ye¥)dx + ¢ (y)
F(x,y) = xy?e* + ye* + ¢(y)

OF do(y)
=2 fy—
ay xye* + e + dy

2xye* + e* = 2xye* + e* + ==

J0-dy =6
c=(y)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
xy?eX +yeX+c=0

<I>(.V)

olur.
Ornek: (x? + y? + x)dx + xy dy = 0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
Coziim: M(x,y) = x? + y% + xve N(x,y) = xy ise
oM _, ON
oy Vox T
0M 0N
olup O_y * Ix tam diferansiyel degildir. Tam diferansiyel olmasi i¢in A'nin

varligini bulmaya calisalim.
A=y N _2y—y 1
N Xy X
— ofAdx f%-dx

H =e =X
integral ¢carpani bulunur. Buna gore diferansiyel denklem
(x3 + xy? + x3)dx + x?ydy = 0
haline dontigtr.
M(x,y) = x3 + xy? + x? ve N(x,y) = x%y
OM 0N
oy ~ox W
tam diferansiyel denklemdir.

F(x,y) = f(X y)dy + ¢(x)
Fx,y) ==—+¢x)
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x3 +xy? + x? = xy? +d¢(X)

[(x3 + x2)dx = ¢(x)
4 3

X X
I+?+C:¢(X)

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
x2y?  x*  x3
2 3
olur.
Ornek: 2xy dx + (y? — x? + 2) dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim: M(x,y) = 2xy ve N(x,y) = y2 —x? + 2 ise
oM 5 ON 5
ay % ox X
oM 0N
olup v * I tam diferansiyel degildir. Simdi integral ¢arpaninin hangi

degiskene bagh oldugunu bulalim.
) = My—Nx _ 2x—(—2x) __2
-M —2xy y

2
o= el 2y = of TV _ 2
olarak bulunur. Denklemi integral ¢arpani ile carpani ile ¢carparsak
2xyy 2 dx + (y2 = x>+ 2)y ?dy =0
2X 4 +(1 X2+2)d 0
= dx L2 M —
y y2 " yz)
sekline doniistir. Bu durumda
M(xy) = 2 ve N(x,y) = 1 —y—2+
oM 0N 2
dy 0x  y?
oldugundan tam hale dontismiis oldu.

FGxy) = [ 5 dx+ ()

2
F(oy) =5 +60)
OF _ X db)

ay  y? dy

2
y2
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) x2  do(y)
1-S+5=-5+
v y>  yr o dy
f(1+3)dy = o)
2
y—yte=0O)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
X fy—24c=0
—ty——+c=
y y
olur.
. dy 2
Ornek: I + 2y =X diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
szim: <= + 2
(;ozum. Ty =%
2
= + =t +x=0
dx x )
d 2y+x
= + 4 =0
dx X

xdy = —(x% + 2y)dx
xdy + (x? + 2y)dx

denklemi elde edilir. Bu denklemin tam diferansiyel olup olmadigina bakalm.
M(x,y) = x2 + 2y ve N(x,y) = xise

oM 5 ON "

ay T ox
1 oM * ldugundan tam dif iyel degildi
olup oy 5% °ldugundan tam diferansiyel degildir.

3\ = My—Nx _2-1_1

N 1X X

W= efAdx = oJx X — alnx —
olarak integral ¢arpani bulunur. Denklemi integral ¢arpani ile g¢arpani ile
carparsak

x? dy + (x3 + 2xy)dx
Bu durumda
M(x,y) = x3 + 2xy ve N(x,y) = x2
oM ON

dy  0x X
oldugundan tam diferansiyele doniistii.
F(x,y) = [ x*dy + ¢(x)
F(x,y) = x*y + 6(x)
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OF dd)(x)
—_— = 2
I Xy +
x3 + 2xy = 2xy +—==
[ x*dx = 6(x)

4

X
T Hc= 0

olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;

<I>(X)

<4
xXly+Z+c=0

olur.

Ornek: (y + xy?)dx — xdy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim: M(x,y) =y + xy? ve N(x,y) = —x ise

1 1+2 oN 1
ay Y ox T
0M 0N

olup 6_ * Ix oldugundan tam diferansiyel degildir.

) = My_Nx -1- (1+2xy) 2

-M —y—xy y

W= el Adx — ef_y — e~2lny — y—2
olarak integral carpani bulunur. Denklemi integral carpani ile carpani ile
carparsak

(y + xy*)y 2dx — xy~*dy

1 X
(§+x)dx—}7 dy =0
Bu durumda
M(x,y) = %+ xve N(x,y) = _yiz
OM ON 1

dy 0x  y?
oldugundan tam diferansiyel denklemdir.

F@J)Zf—%dY+M@
FGoy) =5+ 6(0)

@_1+d¢(x)
ax y dx
1 1 d
1,1, A
y y dx
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[ xdx = p(x)
2

X
— +c=0()
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;

X X2
- +—+c=0
y 2

olur.

BiRINCi MERTEBEDEN DOGRUSAL DiFERANSIYEL DENKLEMLER

2.7. Tanim: a(x)y’' + b(x)y =c(x) ve a(x) # 0 biciminde yazilan
denklemlere birinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklem denir.

2.5. Teorem: a(x)y’' + b(x)y = c(x) ve a(x) # 0 bicimindeki birinci

mertebeden dogrusal diferansiyel denklemde P(x) =% ve Q(x) =%

alinirsa, denklemin ¢6ziimu

)c(x) =0isey = ce— J P(x)dx
11) C(X) #* 0 ise y= e_fP(X)'dX[f Q(X)ef P(X)dXdX n C]

bicimindedir.
ispat: a(x) # 0 olmak iizere;
i) c(x) = 0ise

ax)y' +bx)y =0

dy b(x)

dx + a(x) y=0
dy

—+P =0
P (X)y

dy

— +Px)dx =0
. (%)
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f%+fp(x)dxz 0

Iny =Inc— [ P(x)dx

y = Ce—fP(x)dx
elde edilir.

ii) c(x) # O ise
a(x)y’ + b(x)y = c(x)

dy b _ e

dx + a(x) y= a(x)

dy _
——+ P9Iy = Q)

[P(X)y — Q(x)]dx +dy = 0
olur. Bu durum

M(x,y) = P(x)y — Q(x) ve N(x,y) = 1
denklemi elde edilir. Burada tam diferansiyel denklem olup olmadigina bakilir

oM . ON 0
ay (), ox
oM
lup — # — oldug if iyel degildir.
olup oy ¢M o ; dugundan tam diferansiyel degildir
- Px)—0
A== =—g—=P®

W= ef?\dx — ef P(x)-dx
oldugundan verilen denklem
[P(x)y — Q(x)]ef P®rdxdx + e/ PG)Idxqy = @

M, y) = [Py — QG)]e/ PO ve N(x,y) = ef PeIx

oM ON [ P(x)-dx
oy~ ox P(x)e

tam diferansiyel denklemi saglar.
F(xy) = [ e/ P0%dy + ¢

F(x,y) = e/ POdxy ¢+ ¢(x)
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0F
— = P(X)ye

f P(x) -dx d¢ (X)
dx + dx

[P(X)y - Q(X)]ef P(x)-dx _ P(X)y ef P(x)-dx + d(I()ig(X)

S Q)e/ POrdxdx = ¢(x)
olur. Bu esitlik F(x,y) = 0 denkleminde yerine yazilirsa;
yef P(x)-dx — fQ(X)ef P(x)dde +c

y = e—fP(X)'de Q(X)efP(x)dde + C]
olur.

) d
Ornek: d_i — 2xy = x denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Cozim: Verilen denklem birinci mertebeden dogrusal diferansiyel
denklemdir.

P(x) = —2x,Q(x) =x
ise
y = e—fP(x)-de‘ Q(x)ef P(x)dx dx + C]

y = e—f—2x-dx[fxef—2xdx dx + C]

y=eX[[xe™ dx+ ]

olur. Burada u = x? déniigiimii yapilirsa du = 2x dx olacagindan
y = e~X’ [%fe‘“du+c]
y=eX [—%e‘x2 + C]

y= —%+ceX2

olarak bulunur.

; d _
Ornek: d_z + y = e " diferansiyel denklemini y(—1) = 3 sart1 altinda

¢O0zuniz.
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Cozim: P(x) =1,Q(x) = e™*
y = e‘fl'dx[f e X e/ Tdxgy 4 |
y = e X[[ e X eXdx + (]

y=e*(x+c)

y(—1) = 3 sarti1 uygulanirsa
3=e(D(=1+0)
3el+1=c

bulunur. Buna gore denklem
y=eX(x+3e1+1)

olur.

Ornek:y’ + (%) y = sin x diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

- dy+(1) o
Cozum: I - y = sinx
d 1
s ()= an

olur. Burada
P(x) = %, Q(x) = sinx
oldugundan
y=e" f%-dx [f sin X ef%dxdx + C]
= e "X[[ sinxe"*dx + ]

= x"![[ xsinxdx + ]
integralde u = x,dv = sinx dxise du = dx,v = — cos x olur.

y = %[—x cosx — [ cosxdx + c]
y = %[—x cosx + sinx + |

y= —cosx+1sinx+E
X X

olarak bulunur.

Ornek: eX[y — 3(e* + 1)%]dx + (¥ + 1)dy = 0 diferansiyel denklemini
¢Ozunuz.
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Cozum:

dy e*[y—-3(e*+1)?]

—_ =0
dx eX+1

d eXy—3e¥(eX+1)32
dy ey ( ) _ 0

dx eX+1

dy eX <

— _ 1) =
dx+eX+1y 3e"+1)=0

olur. Burada
eX
P(x) = 7, Q) = 3(e* + 1)
oldugundan
ik & ax
y=e o 3[e’ e+ (eX+ dx +c
bulunur. Burada u = e€* 4+ 1 alinirsa du = e* dx olur.
X
fexeﬁdxzfch—uzlnuzlnex
olacagindan
y =e n¢[3 [ele"(eX + 1)dx + ]
y = 3e7*[[ eX(e* + 1)dx + ]
bulunur. Burada u = e* + 1 alinirsa du = e* dx olur.
y =3e X[ udu+ (]
_x [u?
y = 3e [7 + c]

y = %e"‘[(eX +1)% + (]

olur.
Ornek: y’ + tanx -y = xsin 2x diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Cozum:
dy +t in 2
Tt ANX "y = xsin2x
P(x) = tanx, Q(x) = xsin 2x
oldugundan
y = e—ftanx-dx[fxsin 2% eftanx dx gy + C]
bulunur. Integrallerin birincisinde u = cos x ise du = — sinx dx olur.
[tanxdx = [ 22X dx = f_—du =—Inu=—Incosx =1n
COSX u COSX

Buna gore
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1 1
y = e~ Mcosx [f x sin 2x e'"cosxdx + c]

1
cosX
y = 2cosx[[ xsinxdx + ]

bulunur. Buradaki integral incelemek i¢in u = x,dv = sinx dx ise du = dx,v =
— cosx olur.

y = 2cosx[—xcosx — [ —cosxdx + c]

y = 2cosx[—xcosx + sinx + |

y = 2sinxcosx — 2xcos?x + 2ccosx

y = sin 2x — 2x cos? X + 2c cos X
elde edilir.

Y=Cosx[fx251nxcosx dx+c]

Ornek: (y + 1) % + (y? + 2y)x = x diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cézim: u = y? + 2y secilirse du = (2y + 2)dy olur.

1du
—— 4+ Xu =X
2 dx

du i = 2
dX+ Xu = 2X

P(x) = 2x,Q(x) = 2x
oldugundan

u=e J2X&[[ 2x e/ ZXxdx + ]

y2 + 2y = e X[ [ 2x e’ dx + (]
bulunur. t = x? ise dt = 2x dx olur.

y2 + 2y = e‘Xz[f etdt + c]

y2 42y = e X' [el + (]

y2 42y = e ¥ [eX2 + |

y24+2y=1+ce™

bulunur.
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Ornek: (y+1) % + x2(y? + 2y + 5) = x* diferansiyel denklemini
¢Ozunuz.

Cézim: u = y% + 2y + 5 secilirse du = 2(y + 1)dy olur.

1du

2 2
———+xu=x
2 dx

du
—+2x2u=2x2
dx

P(x) = 2x?%,Q(x) = 2x?
oldugundan
u= e—fZX2 dx[f 2%2 efZX2 dxqx + C]
243 2,3
y2+2y+5=¢3" [f2><2e3X dx+c]
bulunur. Burada t = §X3 ise dt = 2x?dx déniisiimii yapilirsa
243
y2+2y+5=e"3" [[etdt+c]

_243
y24+2y+5=e3" [et+ (]

2431 2
y2+2y+5=e3" [e3X3 +c]

_243
y2+2y+5=1+ce 3"

2.3
y2+2y+4=ce 3
elde edilir.
L dy 2X . . .. T
Ornek: ol + 3y diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

t')zijm:—y — 3y = X
dx y

P(x) = -3,Q(x) = e**
oldugundan
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y = e— /-3 dx[f e2x of —3dxqx 4+ C]
y = e3X[[ e*X e73Xdx + (]
y=e3*[[eXdx + (]

y = e3X[—e™X + (]

y=ce3X—eZX

elde edilir.

, d
Ornek: d_i + 3y = X diferansiyel denklemini ¢6ziintz.

d
Cozum: d_i + 3y = '

P(x) =3,Q(x) = x?

oldugundan
y = e—f3dx“'x2 el 3dxgx + c]
y = e 3[[ x? e3*dx + ]

bulunur. Burada u = x?,dv = e3*dx ise du = 2xdx,v=3e3*

3e dontisimii
yapilirsa

y=e X [XZ% e3* — %fx e3*dx + c]
elde edilir. Tekrar déniisim yapmak icin u=x,dv=e3*dx alinirsa

du=dx,v= %e3x olacagindan
= e 3% [lxz e _2 [Xle3X — 1[ e3% dx] + c]
y 3 31%3 3

1 2 2
=-3X |22 A3x _ & 3x 3x
3x e 9xe +—27e +c]

2 2
2 _ = —-3x
X 9X+—27+ce

(¢”]

y
y

W~

olur.

BERNOULLI DENKLEMi
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U@
Johann Bernoulli
06 Agustos 1667 Basel, Isvicre - 01 Ocak 1748 Basel, Isvicre

2.8. Tanim: Birinci mertebeden bir bayag diferansiyel denklem

ﬂ P —
P Xy=y QX

biciminde ise bu diferansiyel denkleme Bernoulli denklemi denir.

2.6. Teorem: Bernoulli denkleminde u =y "*1 déniisiimii yapilarak

birinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklem haline dontistir.

ispat:

d

—+PG)Y =y Q09

1 dy 1 1,

yn &er_n P(X)y=y—n y Q)

_nd _
y T+ Py = Q)
Burada u = y "*1 déniisiimii yapilirsa du = (—n + 1)y ™" dy olur.

(“n+Ddx + P u= QX

du _
—+ (A -PE@u = (1-nQX)

birinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklem haline déniisiir. // Burada

P(x) = (1 =n)P(x),Q:(x) = (1 - n)Q(x)

olarak alinarak denklem ¢6ziimii yapilabilir.
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3 dy y_ ¥y . . R
Ornek: — — = = — =— Bernoulli diferansiyel denklemini ¢6ztintz.
dx x X
Cbzﬁm'ﬂ— Y _ _y_Z
dx X X
1 dy 1 y 1
y2 dx y2 x @ X
_,dy 11 1
22y 1 _ _ =
Y " dx X X
Buradan = 2,u =y 2*! = y~1 déniigiimii yapilirsa du = —y~2dy olur.
_du_ 1__1
x~Yx T Tx
du N 1 1
dx " X X

Birinci mertebeden dogrusal diferansiyel haline doniisiir.

PGO = 1,Q0) =

X
oldugundan
1 1
u=e Jxd [fl ex ¥ dx + c]
X

y—l — e~ Inx [f% el Xdx + C]

1 1 1
L1l ]
y X X

1 1

R P

y X

1  x+c

y_ X

— X

Y= Xtc

bulunur.

42
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; 2 _
Ornek: d_i + . y = y3X % Bernoulli diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

d 2
Cozum:d—z +-y= y3x 2
1.y 12 1 3
y odx " y? x7 T y3 Y
_3dy 2 _ _
3dy , 2 o 2
Y U dx + xY X
Buradan = 3, u =y 3*1 = y=2 dniisiimii yapilirsa du = —2y~3dy olur.
du + —
T2dx Tx4TX
du 4 2y2
dx Xu -

Birinci mertebeden dogrusal diferansiyel haline dontistr.

P = —3,Q00) = -

oldugundan

4 4
u=e Jx [f —2x2 el X ¥x + c]

y—2 — e4lnx[f _ZX—Z e—41nXdX + C]

y 2 = =2x*[[x72 x"*dx + (]

y 2= —%X4(X_5 +¢)
-2 2. -1 4
y o =-% x7" +cx%)
elde edilir.
Ornek: x% + y = —2x°y* diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: x% +y = —2x%y*

_4d

Xy 4d§ y —2x°
_4d
YRyt = -2

Buradan = 4,u = y~**1 = y=3 déniisiimii yapilirsa du = —3y~*dy olur.
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Birinci mertebeden dogrusal diferansiyel haline doniistir.
PO = —2,Q00 = 6x°
oldugundan

u= e_f_%dx [f 6x° ef_gdxdx + c]
y~3 = 3I0X[ [ 6x5 e~31n%dx + (|
y 3 =x3[[ 6x° x3dx + (]

y 3 =x3[f 6x% dx + (]

y73 =2x3[x3 + ]

y =3 = 2x% + 2cx3

bulunur.

; d _
Ornek: d_z 2—}; = xy > diferansiyel denklemini y(—1) = 2 sartini

sagladigina gore denklemi ¢oziiniiz.

Cozum:
dy 'y _3
dx + 2X Xy

d 1
Yot oyt =

Burada u = y* déniisiimii yapilirsa du = 4y3dy olur.
du 1
—+—u=x
4dx  2x

du 2
— +-u = 4x
dx x
Birinci mertebeden dogrusal diferansiyel haline doniistir.

2
P() = 2,Q(0) = 4x
oldugundan
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2 2
u=e Jx& [f ax eJx ¥ dx + c]

y4 — e—2 lnx“‘ 4x eZlnxdx + C]
y* = x7?[[ 4x x%dx + (]

yr=x"%[x* + (]

y*=x% 4+ cx7?

elde edilir ve y(1) = 2 sartin1 kullanirsak
2 = (-12%+ (-2

c=15
oldugundan

15
4 _ 2 4 12
y x+X2

elde edilir.
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