8.BOLUM
LAPLACE DONUSUMU

FONKSIiYONLARIN LAPLACE DONUSUMU

8.1. Tanim: f: (0, ) — C fonksiyon, y = f(x) olmak lizere

Llyl = J, ey dx
Integraline Laplace déniisiimii denir. Bu doniisiim

R
Lly] = fooo e Xy dx ZILELI_([e_SX y dx

bicimindedir. L[y] gosterimi ihtiyaca binaen bazen L[f(x)] seklinde gosterildigi
gibi bazen F(s) seklinde de gosterilir.

Burada ilk olarak dikkat ¢eken ifade verilen fonksiyonun x’'nin tiim po-
zitif degerleri tanimli olmasi halinde alinabilir. Mesela f(x); 0 < x < 10 arali-
ginda tanimli, ancak 10 < x < oo araliginda tanimsiz ise, bu durumda integral
alinamaz ve verilen fonksiyonun Laplace doniisiimii olmaz.

Laplace doniistimiine iliskin ikinci dikkat ¢eken nokta ise donitistiiriilen
f(x) fonksiyonunun x’ye bagh olmamasi, sadece s’nin fonksiyonu olmasidir.

Ornek:
a)fx) =1
b) f(x) =
) f(x) = e

d) f(x) = cos ax
fonksiyonlarin x > 0 icin Laplace dontlistimlerini yapiniz.

Cozlim: a)
a) L[1] = ["e™*(1) dx
R
L[1] =lim|e™dx

—SX R

. €
L[1] =lim
® S
0
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b) L[x] = fooo e SX x dx

R
L[x] =lim|xe SXdx

R—o

R

X efsx
0

R

—lim | e**dx
S R—ow 0

bulunur. s > 0 icin birinci terimin degeri sifirdir. Dolayisiyla

1
L[x] = vt (s>0)
elde edilir.

c) L[eX] = fooo e™S¥ e dx
R
L[e3*] =lim | e e™dx

R—w

L[e®¥] —llm.[ el dx

R—x

. e[afs]x
L [eax] =lim

R->x g —§

(a-s)R 0
L[e™] =1im® ©

R>» 3—s a-—s

L[e*] = %, (s>a)

d) L[cosax] = fooo e SXcosax dx

R
L[cosax] = ]l{imJ.e’SX cosax dx
—0

kismi integrasyon iki defa uygulayarak (bkz. integral)
R

: e _
L[cos ax] =lim| — sz+—az(s cosax +asin ax)}

0
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. est . 0
L[cosax] =]im-——(scosaR+asinaR)+———

Rox g 4a s“+a
S
L[cosax] = vy (s>0)//

(scosO0+asin0)

Baz1 fonksiyonlarin Laplace dontisiimlerini b6liimiin sonuna koyduk.
Diger sorular ¢ozerken oradan bakilmasi gerekmektedir.

8.1. Not: Her f fonksiyonu i¢in Laplace dontsimii yoktur. L[f(x)] donii-
stimde integral varsa, dontisiim de vardir. Buna gore L[f(x)] donlisiimiin olma-
S1i¢in;

i) Verilen fonksiyon x > 0 i¢in tanimli olmasi

ii) Fonksiyon integrallenebilir yani tanimli oldugu aralikta stirekli fonk-
siyon olmasi

iii) Integral yakinsak olmas1 durumunda L[f(x)] s6z konusudur.

!
8.1. Teorem: L[x"] = sf?ﬁ (s>n+1)

Ispat: L[x"] = fooo e”S¥ x™ dx
R
L[x"] =lim|x" e™dx

R—o0

R
n,. o
+=lim | x" ! e dx
SR—)aoo

R
) Xne—SX
L[x"] =l!{]££10 - §2
0

bulunur. s pozitif oldugundan i¢in birinci terimin degeri sifirdir. Dolayisiyla,
R

n,. g
L[x"] =—!{1m X" e dx
S Rowg

olur. Bu islem n defa tekrarlanirsa

n.
L[Xn] = m, (S >n+ 1)
elde edilir. // Buna gore mesela x? fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii;
2! 2

L[Xz] =SZ?=S_3’ (s>3)

olur.
n
8.2. Teorem: L[x" y]s = (—1)" d Liy] dir.

ds?
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Ispat: L[y] = fooo e SX x™ dx

dL[y] —_ r_1\1 ® _sx _

“ds = (-1 fo e xydx = L[xy]
d?L o

—ds[zy] = (-1)* fo e ¥x*ydx = L[x° y]
d"L[y]

— = (D" [ e ydx = Lix"y]
olur.

Ornek: f(x) = x? sin x in Laplace déniisiimiinii bulunuz.

Cozim: u(x) = sinx olarak alirsak
L1
L[u(x)] = L[sinx] = 741
olur ki bu bize

~ o adi 1y 2321
L[f()] = L[x* sinx] = (-=1)? ds? (52+1) B (52+1)3

oldugunu verir.

8.3. Teorem (Lineerlik Ozelligi):
L[C,f(x) + C8(x)] = G L(f(x) + C;L[g(x)], (C4,C; €C)
dir.

Ispat: Laplace déniisiimii sonugta belirli bir integraldir ve belirli bir in-
tegraller lineerlik 6zelliklerine sahiptir. Dolayisiyla Laplece dontisiimii lineer
bir dontisimdir.

Ornek: k bir sabit olmak iizere sinh kt fonksiyonunun Laplace doniisii-
miinid bulunuz.

Coziim: Yukarida L[e!*] = ﬁ oldugunu gosterildi. Analiz derslerinden
—kx

kx
. eX—e
sinhkx = ————

5 oldugunu biliyoruz. Buna gore;
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kx_ n—kx
L[sinhkx] = L [L]

%L[e <]~ Ll ™
=30~ 2(=0)
1701 1
zi(ﬁ stk
=Szl_‘k2, >k

olur.

8.4. Teorem (Otelenme Ozelligi): L[e** y] = F(s — k)
Ispat:
Lleky] = fooo e SXeXy dx = fooo e~ KXy dx = F(s = k)

Ornek: e3* sinh ax fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz.

Cozim: Yukaridaki 6rnekte sinhax = ﬁ oldugunu biliyoruz. k = 3

oldugu goz ontine alinirsa, verilen fonksiyonun Laplace doniisiimii;
a

L[e3*sinhax] = ———— s—3>a
[ =7 ( )
elde edilir.
Ornek: e~ ¥ cos 3x fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz.

Cozum: f(x) = cos 3x ise L[f(x)] = L[cos 3x] = %32 oldugundan;
s2—
L[e™** cos 3x] = % (s> 0)
(s+2)"—=9

elde edilir.

8.5. Teorem: L Ey] = fsoo L[y] ds
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Ispat: L[y] = fooo e * y dx Laplace doniistimiiniin her iki tarafin s ile c arasinda
belirli integralini alalim:

[ LIylds = [°[f, e™*y dx|ds
. LIylds = [°[[.” e™*ds] y dx

—SX

e e—SX  —SX . .
Burada f e > ds —}{1_{11 x|, = 0 — — = = oldugundan, yukaridaki denklem;
- 1 1 0 _ 1
f L[y ds—f e ydx=_[ e ydx= L[;y]

elde edilir.

. 1
Ornek: - fonksiyonunun Laplace donlisimiint bulunuz.

Coziim: Yukarida L[1] = 1 oldugu gosterildi ve 8.5. teoreminde f(x) = 1 alinirsa

R
L[l-l]:fooL[ dx_hm ds—llmlns =limlnR-Ins=w
X S

S R—xo s R—

olur ki bu bize bu fonksiyonun Laplace déniisiimii olmadigini gosterir.

Ornek: L [ ] fonksiyonunun Laplace doniisiimiint bulunuz.

Cozlim: y = sin 5x ve F(s) = 7 i_ oldugu dikkate alinirsa

sin 5x 5 i S
L[ =fS X2+—25dX=§+arCtan§

elde edilir.

8.6. Teorem (Olgek Degismesi Ozelligi): L[ [ OXy dx| = % L[y]

Ispat: Laplace déniisiimiiniin tanimindan
L[fox f(z)dz] = fooo[fg( f(z)dz]e™s* dx

yazabiliriz. Igerisindeki integrale, kismi integral alinirsa
u= f(;( f(z)dz ve dv = e~ dx

du = fotf(z)dz vev = —%e"sx

bulunur. Bu denklemi integralde yerine yazilirsa
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+ j Lo fx)dx
0 S

0

L[ f)dz] = [ flz)iz

L[f(;( f(z)dz] =0+

0 | =

Te_sxf (x)dx
0

1
L[f(f f(z)dz] = EL[y
elde edilir.

Ornek: L[| OX sinh 2x dx] Laplace dontisiimiinii bulunuz.

Cozim: L[sinh 2x] = 522_4hesaplanabilir. O halde
L[fsinh 2x dx| = _Z
0 s(s2—4)

bulunur.

BIiRIM BASAMAK FONKSIYONU VE BU FONKSiYONUN LAPLACE
DONUSUMU

Oliver Heaviside
18 Mayis 1850, Camden, Londra - 03 Subat 1925, Torquay, Birlesik Krallik

8.2. Tanim: u bir integrallenebilir fonksiyon olmak tizere
(%) = {O, x<cC
¢ 1, X=>cC
seklinde tanimlanan f fonksiyonuna birim basamak fonksiyonu veya Heaviside
fonksiyonu denir. x degiskeni c kadar 6telenmesidir.
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0, x<3

x?, x>3
0, x<3
uc(x):{1 x>3

olur. (Signum fonksiyonunu hatirlayiniz.)

Ornek: f(x) = { f fonksiyonunun birim basamak fonksiyonu

Ornek: u,(x) = {01' ;:22 ve us(x) = {

ise u,(x) + ug(x) dir.

0, x<5
1, x=5

Cozim: Pargali fonksiyonlarda toplama islemini hatirlarsak

0, O0<x<?2
U, (x) + us(x) ={1, 2<x<5
2, Xx>5
olur.
0, 0<x<?2
Ornek: f(x) = {1, 2<x<4
0, x> 4

fonksiyonunun birim basamak fonksiyonuna ¢eviriniz.

dir.

Cozim: f(x) = u,(x) — uyg(x) olur. Clinkd;

0, x<2
u2(x)={1 X > 2

0,

U (%) —uy(x) = {1,
0,

Ornek: f(x) = 5

3,

ve u,(x) = { 1

0, x<4
X=4

0<x<?2

2<x<4
X > 4

—-1<x<0
0<x<1
1<x<2

x=>3

fonksiyonunun birim basamak fonksiyonuna ceviriniz.

f(x) = =[u_1(x) = uo ()] + [ue(x) = u )] + 2[uy (%) — u ()] + +3[uz(X)]

Cozum:
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X, —-1<x<0

.. ) x? 0<x<1

Ornek: f(x) = 2 COSX, 1<x<?2
2sinx, Xx=3

fonksiyonunun birim basamak fonksiyonuna ¢eviriniz.

Cozium:
f(x) = x[u_1(x) —up(x)] + x*[up(x) — u; (X)] +
+2costfu;(x) —u,(x)] + 2sinx [uz(x)]

8.1. Sonug: Bir f fonksiyonu iizerinde tanimlh birim basamak fonksiyo-
nun Laplace doniistimii

Lluc()] = [ ey dx
seklinde olur.

0, x<3
x?, x>3
fonksiyonunun Laplace donilistimiinii bulunuz.

Ornek: f(x) = {

Cozum:
Lluz;(x)] = f;o e”SX x2dx
Alt limit 3 oldugundan, bunu tekrar 0 yapmak icin t = x — 3, dt = dx degiskeni-
ni tanimlayip yerine yazalim:
Lluz;(x)] = f;o e”SX x2dx
= [ e St + 3)%dt
= [7e (2 + 6t + 9)dt
=73 [ " et + 6t + 9)dt
= e 3[["e Sttt + [ " e St6tdt + [” e79 dt]

= e 3S(L[t?] + L[6t] + L[9])
(o5

olur.

0, x<5
(x—5)% x=5
fonksiyonunun Laplace donilistimiinii bulunuz.

Ornek: f(x) = {

Cozum:
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Llus(x)] = f;o e SXx2dx
Alt limit 5 oldugundan, bunu tekrar 0 yapmak icin t = x — 5, dt = dx degiskeni-
ni tanimlayip yerine yazalim:
Llus(x)] = fsoo e SXx2dx
= [ et (t+ 5 - 5)2dt

— =55 [P ,—sty2
=e™> [ e7S't?dt

= e >SL[t?]
— e—SsSE3
olur.
0, x<3
Ornek: f(x) = {1, 3<x<5
X, x=>5

fonksiyonunun Laplace doniisiimiinti bulunuz.

Cozum:
Lluz(x)] — Llus(x)] + L[x - us(x)]
=738 fooo e SX dx — e~ 58 fooo e SX dx + fsoo e~ SXx dx
= e 35L[1] — e >SL[1] + L[x]
e—3s e—Ss 1

=5 T s Tg
0, X < 2T
Ornek: f(x) = {sinx, 2m<x<3m
0, X =3m

fonksiyonunun Laplace dontlistimiinii bulunuz.

L[sinX - uy(x)] — L[sinx - ug(x)]
— @—2Ts f0°° e~SXsinx dx — e—3Ts f0°° e~ ginx dx

= e"2™L[sint] — e 3™L[sinx]
e—2ms  o—3ms

T s241 B s24+1
PERIYODIK FONKSIiYONLARIN LAPLACE DONUSUMU

Periyodik fonksiyonlar trigonometri konusunda tanimlanmisti. Her pozi-
tif x degeri icin f(x + p) = f(x) esitligini saglayan pozitif bir p sayisi varsa, f(x)
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fonksiyonuna p periyotlu periyodik fonksiyon dendigini hatirlayalim. Burada
esitligi saglayan en kiiciik pozitif p sayisi oldugunu biliyoruz. Bu kisimda peri-
yodik fonksiyonlarin Laplace doniisiimlerini inceleyelim. Bunun igin su teori
kullanilir:

8.7. Teorem: x > 0 i¢in f(x), p periyotlu stirekli bir pargali fonksiyon
olmak iizere, bu fonksiyonun Laplace doniisiimii

1 -
Ly] = 1=5=ps J, ¢y dx
ifadesinden bulunur (s > 0).

Ornek: f(x) = sinax fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz.

Cozim: f(x) = sinax fonksiyonu, p = Z?H periyotlu bir periyodik fonksi-
yondur. Buna gore
1 -
Lly] = 1=o=ps Jy ey dt

1 P _ .
:mfo e”S*sin ax dx

_ 1 [e_SX(—s sinax—acosax)]*~ 22
T 1—e—(@m/a)s 52432 <=0
1 a(l_e—(Z‘lT/a)S)
~ 1_e—(2m/a)s YY)
a
 s2+4+a?

elde edilir.

Ornek: p = 6 periyotlu
2, 0<x<3
i) _{—2, 3<x<6
fonksiyonun Laplace dontistimiinii bulunuz.

Coziim: Verilen fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.

h£(t)
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= ﬁ [f03 e S¥2dx + f: e_SX(—Z)dX]

1 —SX 3 —SX 6
1-e S S
0 3

_ 2(1=2e735+e %)
s(1—e~09)
_ 2(1—e3s)
"~ s(1—e709)

= %tanh 3s

8.2. Not (Alternatif Co6ziim): Genel olarak periyodun pozitif yliksekligi
a olan p periyotlu bir fonksiyonunun Laplace déniisiimii su sekilde verilir:
f(X)={a, 0<x<p/2
—a, p/2<x<p
ve

s/2
Lly] = % —tanp—= {1_,_22( 1)n —pns/2:|

Verilen denklemin periyot uzunlugu a = 2 ve periyodu p = 6 dir. Dolayisiyla
yukaridaki denklemden

f(x)=2/1+2) (-1)"u(x— 3n)}
n=1
ve bunun Laplace dontlislimii

Lly]=2| L[1]+ L{Zi(—l)" u(x— BH)H
{ores
{1 - 22( 1)"e 3}

olarak elde edilir.

N

LAPLACE DONUSUMU iLE GAMA FONKSIYONU ARASINDAKI ILISKi

8.8. Teorem: y = x" icin I'(n + 1) = L[x] - s™** olur.

Ispat:



LAPLACE DONUSUMU 13

L[X] . Sn+1 — Sn+1 . J'OOO e SX xN (dx
1
Burada u = sx doniisiimii uygulanirsa 3 du = dx olacagindan

L[x] - gh+1 — gn+1, fooo e (%)n% du
= fooo e”"u® du
=T'(n+1)

bulunur.

TUREVLERIN LAPLACE DONUSUMU

Simdi de “Laplace dontistimi diferansiyel denklemerde nasil kullanilir?”
sorusunun cevabini arayalim.

Bir f(x) fonksiyonunun n-inci tiirevinin Laplace donlisiimii, integralin
yakinsamasi halinde;
M y] = [Fesx y)
L[f® y]—f0 e S* y(MWdx
olarak bulunur.

8.9. Teorem (Birinci Tiirevin Laplace Doniisiimii): x > 0 olmak tize-
re f'(x) tiirevi en azindan pargali stirekli bir fonksiyon ise, bu tiirevin Laplace
dontlisimii;

Lly'] = s L[y] — y(0)
olarak ifade edilir. (Burada L[y], y fonksiyonunun Laplace doniistim, y(0) ise
x = 0 noktasinda bu fonksiyonun degeridir. Eger bu noktada fonksiyon siirekli
degilse, bu durumda y(0) = y(0+), yani sagdan limit degeri alinir.)

Ispat:
Lly'] = fooo e ¥ y'dx
R
=lim|e ™ y'dx

R—0

R—x

R R
=lim—e™ y‘o +5J.e‘SX y dx
0
= s Lly] = y(0)
8.10. Teorem (ikinci ve n-inci Tiirevin Laplace Déniisiimii): x > 0

olmak tizere y ve y' siirekli bir fonksiyon ve y" tiirevi en azindan pargal sii-
rekli bir fonksiyon ise, bu durumdan ikinci tiirevin Laplace doniistimi;
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Lly"] = s2L[y] — s y(0) — y'(0)
bicimindedir. Benzer sekilde n-inci tiirevin Laplace doniistimii ise;

Lly™] = s"Lly] — s y(0) — s""2y’(0) — - =y~ (0)
seklinde olur.

Bu teoremin ispati 8.8. teoremine benzer sekilde yapilacagindan oku-
yucuya birakilmistir.

Ornek: Asagidaki diferansiyel denklemlerin Laplace déniisiimlerini yapiniz

ve buldugunuz cebirsel ifadeden L[y] fonksiyonunu bulunuz.

a)y" —2y'"+3y=0
b)y =te3t+2

Cozum:
a) Lly" — 2y + 3y] = L[0]

Lly"] = 2L[y'] + 3L[y] = 0
(s®L[y] = s y(0) —y '(0)) = 2(sL[y] = y(0)) + 3L[y] = 0

s?L[y] = s y(0) —y'(0) — 2sL[y] + 2y(0) + 3L[y] = 0
Llyl(s* = 2s 4+ 3) = (s = 2) y(0) — y'(0)

_ (s=2)y(0)=y'(0)
LIyl = (s2—2s5+3)

b) L[y'] = L[te3t + 2]

L[y'] = L[te3'] + L[2]

1 2

Lly] — f(0) = =

s L[y] 0) (5_3)2 S

_ 1 2, f(0)
L[Y]_S(S—3)2+52+ S //
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Buraya kadar Laplace doniisiimii ile diferansiyel denklem ¢6zmek icin
temel teskil etmeye ¢alistik. Bunun i¢in burada ters Laplace doniisiimii tanim-
layacagiz, arkasindan ters Laplace 6zelliklerini verecegiz.

TERS LAPLACE DONUSUMU

8.3. Tanim: Laplace doniisiimii L[f(x)] = F(s) sembolleri ile gosteril-
misti. Bu gosterim ters fonksiyon tanimi geregi L™![F(s)] = f(x) biciminde ya-
zilabilir. Bu yazima ters Laplace dontlisiimii ad1 verilir. Ters Laplace semboliint
kisaca L™1[Y] biciminde gdsterecegiz.

Ornek: L[x] = Slzoldugunu bildigimize gore L1 [slz] = x dir.
L 5X _ 1 ~ - RNl . i _1 1 _ 5X .
Ornek: L[e”*] = p— oldugunu bildigimize gore L [ﬁ] = e X dir.

8.11. Teorem (Lineerlik Ozelligi):

LG F(s) + C,G(s)] = GLTHF(8)] + C,L7H[G(s)], (C1,C; €C)

dir.
Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.
Ornek:
1 1
-1\ _ _- -11=| _ -1|_- | — _ 3x
L [ =517 5] -4t [ 5] = 5 - 4e
Ornek:
3s+2
-1 T
L [2 35+2] [ +s 2]
sekliden basit kesirlere ayilirsa, A = —5 ve B = 8 bulunur.
3s+2 _ A 4 B _ 5 8
s2-3s+2 s—-1 s-2  s—1 s-2

O halde ters Laplace dontlistimiiniin lineerlik 6zelliginden
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[ 3s+2 ] 1 1
-1 _ar-1[_ L V1 _ey-1[ 1
L _52—3s-|-2_ = 8L S—Z] SL [S—l]
[ 3s+2 ] 8 5
-1 — -1|_° | _ b O
L |52 35421 BL [5—2] SL [s—l]
L1 _—523_5;512_ = 8e?¥X — 5¢¥
bulunur.

8.12. Teorem: L™ [F(s — k)] = e*L7![F(s)] dir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek:
L— 1

s+3 l: _3XL_1[ S

— ~A—3X
(S+3)—2_a2 e sz—az] =€ cosh ax

8.13. Teorem: L™ [s F(s)] = %L‘l[F(s)]

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek:

il b ] - = (252 - o

8.14. Teorem: L1 [@] = f())([F(s)] dx dir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek:

= [ (5] = B s = o= 3
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8.15. Teorem: L1 [% = (—x)"L7[F(s)]

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek:
42

] = @) - o =
8.16. Teorem: L™ 1[e ®F(s)] = u(x — c)f(x — ¢)

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek:

2e—3s
-1
L [ s3

| = uee- 31 [ 5] = ux - 3)x - 372

8.17. Teorem: L1 [F(ks)] = %f(ﬁ)

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek:
-1 5s -1 I 5s

4 1. .3
255249 (55)%+3°

gCOS £

8.4. Tanim: Eger iki fonksiyonun Laplace doniisiimleri ayni ise, bu iki
fonksiyon da birbirinin esdegeridir.

LAPLACE DONUSUMU iLE DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUL-
MESI

Laplace dontistimii ile yiiksek mertebeden dogrusal diferansiyel denklem-
ler ¢6ztimleri mevcuttur. Simdi 6rneklerle anlamaya ¢alisalim.
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Ornek:y"” — 2y’ — 8y = 0,y(0) = 3,y'(0) =6
diferansiyel denklemini Laplace doniisiimii ile ¢6zliniiz.

Cozim: Denklemin her iki tarafina Laplace dontisiimii alinirsa
Lly"] = 2L[y'] = 8L[y] = 0
bulunur. 8.10. teorem geregi
L[y'] = sL[y] — y(0) = sL[y] —3
Lly"] = s?Lly] — s y(0) — y'(0) = sL[y] =35 — 6
oldugundan
(s?Llyl —=3s —6) — 2(sL[y] —3) - 8L[y] = 0

Lly](s?—25s—8)—3s—6+6=0

3s 3s A B
Lyl = s2—2s—8  (s—4)(s+2) ~ s—4 + s+2

3s = (A+B)s+ (2A—4B)
elde edilir. Buradan A = 2 ve B = 1 bulunarak

2 1
Lyl =573 +5+2
esitligi olusur. Her iki tarafa ters Laplace donilisiimi uygulanirsa Laplace tablo-

sundan
y=27"[s5] +17 [

y=2e"™ 4o
elde edilir.

Ornek:y" —y—1=0,y(0) =1,y'(0) =0
diferansiyel denklemini Laplace doniisiimii ile ¢oziliniiz.

Coztum: Denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii alinirsa
Lly"] =Lyl =L[1] =0

bulunur. 8.10. teorem geregi
Lly"] = s®Lly] = s y(0) —y'(0) = s’L[y] —=s = 0

oldugundan

LIyl s~ Llyl =5 = 0

Llyl(s?—1) =s +%
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1+s2 As+B
Lly] = =

C
~os(s2-1)  s2-1 *s

s2+1=As?+Bs+Cs?—C=(A+C)s?+Bs+C
elde edilir. Buradan A = 2,B = 0 ve C = —1 bulunarak
2s 1
Lly] = 21 s
esitligi olusur. Her iki tarafa ters Laplace doniisiimili uygulanirsa Laplace tablo-
sundan

y=2u7 ] -1 [

y = —1+ 2 coshx
elde edilir.

Ornek:y"' —y' = e ™*,y(0) = y'(0) =y"(0) =0
diferansiyel denklemini Laplace déntlisiimii ile ¢6ziiniiz.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace donlisiimii alinirsa
Lly"] —L[y'] = L[e™™]
bulunur. 8.10. teorem geregi
L[yl = sL[yl — y(0) = sLly]
Lly"'] = s°Lly] — s? y(0) — sy'(0) — y"(0) = s°Lly]

oldugundan
s°Lly] — sL[y] = L[e™*]
3 _ 1
Llyl(s® =s) = 57
1 A B C D
Lyl = ———— =3+

= = +—+
ss—1)(s+1)% 5 571 st (541)?
bulunur. Burada A = %,B =-1,C= -3
4 1 1 2

Lyl = o= ——— +
M =3-57 363D 3(s+1)°

Her iki tarafa ters Laplace dontlisiimii uygulanirsa Laplace tablosundan

2
D= 3 olur.

y=3 - - el e [
y = % — eX %e‘x + %XG‘X

olur.
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Ornek:y"' —y'’' — 6y’ = 6,y(0) = y'(0) =0,y"(0) =3
diferansiyel denklemini Laplace doniisiimii ile ¢6zliniiz.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace dontisiimii alinirsa

Lly"] = L[y"] — 6Lly'] = L[6]
bulunur. 8.10. teorem geregi

L[y'] = sL[y] — y(0) = sL[y]

Lly"] = s*Lly] — s y(0) —y'(0) = s®L[y]

Lly""] = s°Lly] — s? y(0) —sy'(0) — y"(0) = s°L[y] — 3
oldugundan

s*L[y] — 3 — s®L[y] — 6sL[y] = 2

Lly](s® —s? — 6s) = g + 3

3s+6
Lyl = s2(s2—s—6)
35+6 3(s+2) 3 A B, C
L = = = = — — —_
Ly] s2(s2—s—6) s2(s—3)(s+2) s%(s—3) S T2ts3

bulunur. Burada A = — %, B=-1,C= %olur.

1 1 1
Wl="5-2*356-9

Her iki tarafa ters Laplace dontisiimii uygulanirsa Laplace tablosundan
B O I T [ P e
y=-3L"[5] -1 [52]+3L =

__1_ 13x
y = 3 X+3e

denklemin ¢6ziimii elde edilir.

Ornek: y"’ + 2y’ +y = 3xe™%,y(0) = 4, y'(0) = 2
diferansiyel denklemini Laplace doniisiimii ile ¢6ziiniiz.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace donlisiimii alinirsa
Lly"] + 2L[y'] + L[y] = 3L[te™™]
bulunur. Burada
L[y'] = sL[y] — y(0) = sL[y] — 4
Lly"] = s*Lly] — s y(0) — y'(0) = s?L[y] — 4s — 2
L[te™] =

(s+ 1)2
oldugundan
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3

(s®Lly] — 4s — 2) + 2(sL[y] — 4) + L[y] = 5

(s+1)
3
Llyl(s?+2s+ 1)+ (—4s—2—-8) =
(s+1)°
4s3418s24+24s+13 A B C C
Liyl = Z =541 2T 3t Z
(s+1) (s+1) (s+1) (s+1)
bulunur. Burada A =4,B=6,C =0,D = 3 olur.
4 6 3
Llyl = o5+ +
YT 5+ s+ s+D*

Her iki tarafa ters Laplace dontisiimii uygulanirsa

1 1 1
=47 |—| + 611 311
Y S+1] * l(s+1)zl * I(s+1)4l

y=4e ¥ + 6xe X + %X%_X =e *(4+6x+ %X3)

denklemin ¢6ziimii elde edilir.

Ornek:y"” — 4y’ + 4y = 4cos 2x,y(0) =2, y'(0) =5
diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace donlisiimii alinirsa
Lly"] — 4L[y'] + 4L[y] = 4L[cos 2x]
bulunur. Burada
L[yl = sL[y] — y(0) = sL[y] — 2
Lly"] = s?Lly] =sy(0) —y'(0) = s’L[y] = 25 — 5
S
L[cos 2X] = —

s“+4
oldugundan
4s
(sLly] = 25 = 5) — 4(sLly] — 2) + 4L[y] =
s«+4
Lly|(s2 —4s +4) = —°_ 4 253
s2+4
4s 2s—3
Lly] = > 5+ 7
(s“+4)(s—2) (s—2)
olur. Burada
4s A B Cs+D

= + +
(s2+4)(s=2)%2 s-2 (s—2)2 s?+4
basit kesirlere ayirma ¢oziiliirse A= 0,B = 1,C = 0,D = —1 dir. Ayrica
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2s-3 4 E 4 F

(s—2)2  s-2 (s—2)2
basit kesirlere ayirma ¢oziiliirse E = 2, F = 1dir. Bulunan bu degerleri yerine
yazilirsa

Lly]

olur. Her iki tarafa ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

e R =

1 12 1
(s—2)° sPH+4 ST2 0 (5-2)°

y = 2xe*X — %sin 2t + 2e%%
elde edilir.

Ornek:y"’ —y’' — 2y = sinx,y(0) =y'(0) =0
diferansiyel denklemini ¢6ziliniiz.

Cozum:

Lly"] = Lly'] = 2L[y] = L[sinx]
bulunur. Burada

L[y'] = sL[y] — y(0) = sL[y]

Lly"] = s®L[y] = s y(0) = y'(0) = s*L[y]

1
L[cos 2x] = 711
oldugundan
1
2 — — =
s°Llyl —sLlyl = 2LIy]l = 5
L[ ](52—5—2)—L
y T s241
1 A B Cs+D
L = =
vl GTDGHD(s-2) 52 s+l ' 5241
7l 1 . 1.1 3
bulunur. Basit kesirlere ayirma c¢oziillirse A = E’B = 6,C = O,D = ~10

olur. Buna gore
1 1 S 3

LYl =156=2 * T66+D + TosZrD) ~ 10624 D)

= b e ] - el

2x

Lo Low, 1o 3
y 156 6e 10COSX 10Sll’lX



LAPLACE DONUSUMU 23

elde edilir.

KONVOLUSYON TEOREMI

8.5. Tanim: f(x) ve g(x) birer fonksiyon olmak tizere
fxg= [ f(Ogk—t)dt=[ fx— gt)dt

integraline konvoliisyon denir.

Ornek: Asagida degerleri verilen f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin
f(x) * g(x) konvoliisyonunu bulunuz.

a) f(x) = g(x) =x
b) f(x) = %, g(x) = x?
c) f(x) = e3%,g(x) = e*¥

Cozum:
a) fxg = [ f(D)g(x — Ddt
= [ t(x— t)dt
=x [ tdt— [Ft? dt
%3

6

b)fxg=[‘(x—1Dtdt
— fox(xtz —t3)dt

2 ]
=X—
3 4|
X4—
12

c)fxg= f;( e3te2(x~tdt

— a2x (Xt
=e?* [ et dt
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8.18. Teorem:

a)fxg=gxf

b)fx(gxh) = (fxg)*h
c)fx(g+h)=(fxg) + (fxh)

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

8.19. Teorem (Konvolisyon Teoremi): L[f(x)]=F(s) ve
L[g(x)] = G(s) olsun. Bu durumda
i) L[f(x) * g(x)] = F(s)G(s)
; i) L [F(s)G(s)] = f(x) * g(x)
ir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek: Asagidaki fonksiyonlarin ters Laplace déniisiimlerini konvoliis-
yon teoremini kullanarak bulunuz.

1

s(s+3)
1

s(s?2+4)
4

s2(s—2)
1

(s2+1)2

a)
b)
c)
d)

Cozum:

a) F(s) = % G(s) = s—i—% olarak alinirsa

o -1 -
oldugundan

L [F(5)G(s)] = f(x) » g(x) = [, f(Dg(x — )dt

-1 1 — [¥1..-3t _1 _ a—3x
U [sem] = e = 51— e

bulunur.
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olarak alinirsa

b) F(s) = =, G(s) = 521 -

L‘l[%]zl,L‘ 14] %stt

oldugundan

[S(S +4)] fl sm2tdt—4(1—c052t)

bulunur.

c) F(s) = ;iz, G(s) = % olarak alinirsa

L1 [2] 4. L—[ ]_4x1:[ 5] = e

]: Jy 4(x—1) - e?dt
— (*2v.02tdt — [*at. o2t
= [, 4x-e*'dt — [ 4t-e?'dt

1 1 x
=2X(€2X—1)—4[Et62t0 —Efo etht]
= 2xe?X — 2x — 2xe?* + (e?* — 1)

=eX—-2x—1

L] 4
L™ [52(5—2)

X

bulunur.

olarak alinirsa

1 1
DO =707 60) =77

-1 —

L 2+1] sinx

-1 1 X . .

L 5| = [, sint-sin(x — t) dt
[ (s2+1)

= %fox[cos(Zt —x) — cos x]dt

= %(sinx — X COS X)

bulunur.
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Bazi fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri

f(t) L(f)
1 1
S
X 1
s2
x2,(a>-1) F(a+1)
ga+l
<172 -
S
x? 2
s3
x"n=123,.. n!
gn+1
eaX 1
s—a
x"e®* n=1,23,... n!
(S—k)n+1
sin ax a
s24+3a2
ek% sin ax a
(s—k)?+a?
X sin ax 2as
(s2+a?)2
cos ax S
s2+32
ek* cos ax s—k
(s—k)?+a?
X COS ax s2—a?
(s2+a?)2
sinh ax a
s2_52
cosh ax S
s2_52
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