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1. BOLUM
TOPOLOJIYE GIRIS

TOPOLOJi KAVRAMI ve TARIHCESI

Topoloji Yunancada ylizey veya yer anlamina gelen “topos” ve bilim
anlamina gelen “logos” kelimelerinden tiiretilmigtir.

Say1 diizeni, koordinat sistemleri, bagint;, fonksiyon, geometrik sekiller
birer kiimelerdir. Bu kiimelerin genel hali nasil olur ve tanimlanan bu mate-
matiksel ifadeler genel durumda hangi kiime {izerinde tanimlanmaldir? Bu
sorunun cevabi topoloji kavrami vermektedir. Yani kabaca tanimlayacak olur-
sak topoloji matematiksel ifadelerin tanimlandig1 en anlamh kiimelerdir.

Topoloji kelimesini ilk kez 1847’de Alman matematik¢i Johann Bene-
dict Listing kullanmigtir. Johann Listing’in asistan1 1858 yilinda Augustus Fer-
dinand Mo6bius 6nemli calismalar yapmistir.

Johann Benedict Listing
25 Temmuz 1808, Frankfurt, Almanya-24 Aralik 1882, Gottingen, Almanya

V.

Augustus Fedinnd 6bius
17 Kasim 1790, Naumburg, Almanya-26 Eyliil 1868, Leipzig, Almanya
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[ —
Georg Friedrich Bernhard Riemann

17 Eyliil 1826, Hannover Krallig1 - 20 Temmuz 1866, Verbania, italya

1851 yilinda Doktora tez danismani Gauss olan Alman matematikgi Ge-
org Friedrich Bernhard Riemann doktora tezinde topolojik diistinceleri Anali-
ze uyarlamistir.

Christian Felix Klein
25 Nisan 1849, Diisseldorf, Almanya - 22 Haziran 1925, Go6ttingen, Almanya

1872 yiiinda Alman matematikei Christian Felix Klein, geometriler ara-
sinda topolojiyi ele almistir.

Marie Ennemond Camille Jordan
05 Ocak 1838, Lyon, Fransa - 22 Ocak 1922, Paris, Fransa
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1882 yilinda Fransiz matematik¢isi Marie Ennemond Camille Jordan,
Jordan egri teoremini olarak bilinen teoremi ortaya koymustur.

]uls Henri Poincare
29 Nisan 1854, Nancy, Fransa - 17 Temmuz 1912, Paris, Fransa

1895 yilinda Fransiz matematikgisi Jules Henri Poincare, 6nemli ¢alis-
malar yapmis ve modern topolojinin babasi olarak bilinmektedir. Ayrica topo-
lojinin ¢esitli alanlara uygulamalarin yapan ilk matematikgidir.

Basta Henri Poincare’in arastirmalart ile birlikte topoloji 1960’ yillar-
da zirve yapmis ancak giderek daha soyut bir hal almaya baslamistir.

Simdi buraya kadar izah edilen topolojiyi matematiksel olarak izah ede-
lim.

1.1. Tanim: X bostan farkli herhangi bir kiime olsun. X’in alt kiimeleri-

nin kiimesini olan kuvvet kiimesini P(X) gosterelim. Ayrica t'da, T € P(X) ol-
sun.

(T) Y, Xer

(T2) t’nun sonlu sayida elemanlarinin arakesiti t'ya aittir.

(T3) t’nun herhangi sayida (sonlu-sonsuz) elemanlarinin birleskesi t’ya
aittir. Yani,

Her i € licin U; € T ise UUi €T
iel

aksiyomlari var ise 1 kiimesine X kiimesi tizerinde topoloji denir, (X, t) ikilisine
de topolojik uzay denir. (X, t) ikilisini kisaca X seklinde gosterecegiz.

1.1. Not: (T3) aksiyomundan & € T 6énermesi daima vardir. Gergekten
[ = & alinarak, & :UUi et elde edilir.

iel
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Ornek: X = {a, b, c} olmak iizere X'in kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi;
1= {J,{a},{a, b}, {a,b,c}}
seklindedir. (X, t) topoloji oldugunu gosteriniz.

Cozim: (T1) &, {a,b,c} € T dir.

(T2)dn{a}=T€er
dnfab}=J€r
dn{abcl=JeET
dn{a}n{ab}=T €t
gn{a}n{abc}=T€e
dn{ab}nfabcl=T€t
dn{a}n{a,b}n{abc}=Te
{fa}n{a,b}={a}et
{a}n{a,b,c}={a}er
{fa}n{a,b}n{a,b,c}={a}e
{a,b}n {a,b,c} = {a,b} €T

oldugundan her U, Ve tise UN V € tdir.

(T3)yPdufa}={a}er
JUfa,b}=1{ableT
dufab,c}={abcleT
Ju{a}u{ab}={ab}er
Jufa}u{ab,c} ={ab,cleT
JU{ab}ufab,c}={abc}er
Jufa}u{ab}ufab,c}={abcleT
{fa}u{a,b}={a,b}er
{ayu{a,b,c} ={ab,c}et
{fa}u{a,b}u{ab,c}={ab,cleT
{a,b}u {a,b,c} = {a,b,c} €T

oldugundan heri € l'i¢in U; € T ise UUi et dir.

iel

Ornek: X bostan farkl olmak lizere;
T ={9Y,X}
seklindedir. (X, t) topolojidir ve bu topolojiye asikar veya kaba topoloji denir.
Cozim: (T1) I, XET

(T2)PNX=D et
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(T3)GUX=XET
dir.

Ornek: Bir ¢ — cebiri kiimesi olan

X=N1t={2{13,5-,2n—1,---},{0,2,4,---,2n,--- }, N}
ayn1 zamanda topolojidir.

Cozim: (T1) I, N € tdir.

(T2) Tek sayilar T ile, Cift sayilar C ile gdsterelim.

aNT=02, Znc=0, INN=0
ZNTNN=0@, ZNnCNN=@, @nTNC=0,
ZINTNCNN=C TnC=g, TAN=T
CNN=0C TANCNN=0

(T3)JUT =T, JuC=C, JUN =g,
JUTUN=N, PUCUN=N, QUTUC=N,
GUTUCUN=N TUC =g, TUN = N,
CUN=N, TUCUN=N

Ornek: X herhangi bir kiime olsun. P(X) kuvvet kiimesinin olusturdugu
topolojiye ayrik topoloji ad1 verilir. Ayrik topolojinin varligin1 gostermek oku-
yucuya birakilmistir.

1.2. Not: n elemanh kiimenin tizerindeki topoloji sayis1 T(n) olsun. T(n)
sayisinin n cinsinden hesaplanmasi tespit edilememektedir. Bu da topolojinin
kiime biuytidikce ne kadar karmasiklastigini gostermektedir. Mesela bir iig
elemanl kiime diisiinelim: X = {1, 2, 3} olsun. Bu kiime {lizerindeki yazabilece-
gimiz ilk iki topolojiler t, = {J,X} ve t, = {J,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3}, {2,3}, X}
dir. Fakat bunlarin disinda X lizerinde daha 27 tane topoloji daha yazilabilir.
Yani t(3) = 29 dir. Mesela X lizerinde ii¢ elemanli topolojilerden biri
T, = {J,{1},X}, dort elemanl topolojilerden biri t, = {J,{1},{2,3},X} bes
elemanli topolojilerden biri t5 = {J,{1}, {2}, {1, 2}, X} ve alt1 elemanl topoloji-
lerden biri t, = {J,{1}, {1, 2}, {2, 3}, X} olarak yazilabilir. Geriye kalan 23 tane
daha yazilabilir.

Ornek (Sonlu Tiimleyen Topolojisi): X sonlu ve ya sonsuz herhangi
bir kiime olsun.
T ={U c X: X —U sonlu kiime} U {J}
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kiimesi X’in bir topolojisidir.
Cozlim: Topoloji aksiyomlarini dogrulayalim.
(T1) D € 15, X— X = I sonlu oldugundan X € 1 dir.

(T2) {A;} € tg, (1 € I sonlu) olsun.
X-(a)=Ux-4,)

Sonlu kiimelerin sonlu sayida birlesimi sonlu oldugundan ﬂAi e, dir.
i=1

(T3) Her i € I'igin {A;} € T olsun. O zaman, her i € I i¢cin X — A, sonlu-
dur.
X-(JAa)=Nx-4)
iel iel
Sonlu kiimelerin herhangi bir kesisimi sonlu oldugundan UAi €1, olur.

iel

O halde T, X tizerinde topolojidir.

Ornek (Sayilabilir Tiimleyen): X sonlu ve ya sonsuz herhangi bir kii-

me olsun.
tg = {U c X : X— U sayilabilir kiime} U {<J}
kiimesi X'in bir topolojisidir.

Cozium: (T1) G € 15, X — X = I sayilabilir oldugundan X € tg dir.
(T2) {A;} € T, (1 € I sayilabilir) olsun.
x-(A)=Ux-4)
i=1 i=1

Sayilabilir kiimelerin sonlu sayida birlesimi sayilabilir oldugundan ﬂAi €T,
i=1

dir.

(T3) Heri € ligin {A;} € tf olsun. O zaman, her i € I igin X — A; sayilabi-
lirdir.

X_(UAi)zﬂ(X_Ai)

iel iel
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Sayilabilir kiimelerin herhangi bir kesisimi sayilabilir oldugundan UAi ET;
iel

olur.

O halde T, X lizerinde topolojidir.

Ornek (Standart Topoloji): R reel say1 dogrusu kiimesi ve herhangi
iki reel sayy; a,b € Ricin (a,b) = {x € R : a < x < b} kiimesine sinirl a¢ik ara-
ik olsun.

T = {U c R: Uherhangi sayida sinirli agik araligin bilesimi}
seklinde tanimlanan kiime reel say1 dogrusu ilizerinde topolojidir.

Cozim: (T1) 1.1. nottan &Y ve X = (a,b) € R dir.

(T2) Her J =(1,2,..,p} €I sonlu olmak iizere her i €] sayisi icin,
A; €U olsun. B=A; NA; N ...N A, diyelim. Bu takdirde kesisim 6zelliginden,
her x € B noktasi icin,

p
xeB:ﬂAi < Xx€Aicin3d x€ (a;,b;) cRoylekix € (a;,b;) C A,
i=1

X €A, icin I x€ (a,,b,) c Roylekix € (a,,b,) CA,

X € A, icinIx € (a,,b,) © Roylekix € (ap, b,) C A,
olur. (a;,b;),(a,b,), ..., (ap,bp) acik araliklarmin st sinirlarinin minimumus-
nu b ve alt sinirlarin maksimumunu a ile gosterirsek,

b = min{b,,b,,...,b,}, a = max{a,, a,,, ...,ap}
olur. Buna gore
X € (a,b) € (a;,b;) €A,
X € (a,b) € (a,,b,) CA,

x € (a,b) © (a,,b,) C A
bulunur. Kesisim 6zelliginden,

P
x € (a,b) c [)A,=BeU
i=1
elde edilir.

(T3) Her i € licin A; € U olsun. Her x € A; noktasl i¢in x € (a;,b;) € A;
olur. Birlesim isleminden,
x € (a,,b;) € A c A,

iel
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dir. Buradan | JA, €U olur.

iel

Sonug olarak, U ailesi, kiimesi R tlizerinde bir topolojik yapidir.

Ornek: X = [0,1) aralig1 lizerinde bos kiime ile [0, a), a € R, bicimindeki

yari-acik araliklar ailesi;
t={Y,[0,1):0< a<1,a€R}
olsun. (X, t) topoloji oldugunu gosteriniz.

Cozlim: (T1) D € t oldugu veriliyor. a = 1 olunca X = [0,1) € t dir.

(T2) A, =[0,p) €T, A, =[0,a;) ET ise a;, = min{a,,a,} olmak
uzere;
A; N A, =[0,a,,)olacag@indan A; NA, €t
dir.

(T3)A; =[0,a;) €T, (1€ ]) ise § = supa; olmak lizere;
UUi =[0,3) olacagindan UUi €T

iel iel

dir. Su halde (X, t) topolojidir.

Ornek: R reel sayilar kiimesi iizerinde, (B,), B € R, bicimindeki acik
araliklardan olusan ailesi;
t={A: AER) V(A=) V(A=(B,»)),B ER]}
olsun. (X, t) topoloji oldugunu gésteriniz.

Cozim: (T1) Y,R € T dir.

(T2) A, =B, @)ET A, =(B,») €T ise B, =max{B,;,B,} olmak

uzere;

A, N A, =(B,y )olacagindan A, NA, €T
dir. Ayrica;

RN(B,o)=(B o) €T

RN=Jer

Boo)N=Jert
olur.

(T3) A; = (B;, @) € 7, (i €1) ise § = sup (B;) olmak lizere;
UUi =[06,%) olacagindan UUi ET

iel iel
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dir. Su halde (X, 1) topolojidir.

Ornek: Her q € Q icin
A ={(q ) cR:q€Q}
olsun.
T ={J,A R}
olsun. (X, t) topoloji olup olmadigini arastiriniz.

n
Cozim: Her n € Nicina, = (1 + %) € Q dizisini alalhm.

n
ap =(1+%) -e¢Q
oldugu dizilerin limiti konusundan bilinmektedir.

UAi =(e,0) ¢t
iel

olur. Boylece 1, Q lizerinde bir topoloji degildir.

Ornek (K-topolojisi): X = R reel say1 dogrusu kiimesi, K = {% ne Z+}
ve (a,b) — K seklindeki kiimelere K’s1 silinmis a¢ik araliklar diyelim.

Tx = {U € R: U keyfi sayida a¢ik araligin ve ya K’s1 ¢ikarilmis bilesimi}
Bu kiime reel say1 dogrusu kiimesinin topolojisidir ve reel say1 dogrusunun K-

topolojisi olarak adlandirilir.

1.1. Teorem: t, ve Ty bir X kiimesi iizerinde birer topolojik yap1 olmak

Zere;
i) T4 N 1y de X lizerinde bir topolojik yapidir.
ii) T, Uty de X Uzerinde bir topolojik yap1 degildir.
Ispat: i)
(T1) G,X € T4 ve ,X € tgoldugundan J,X € T, N 155 dir.
(T2) Her AABE Tty Ntz icin AN B € T4, ve AN B € 15 oldugundan
ANBEet,Nty
olur.

(T3) Her i € ligin A; € T4 N Tg dir.
UAi €T, Ve UAiE’EB

iel iel
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olacagindan
UAi ET,NTg

iel

elde edilir.

ii) Bir X = {a, b, c} kiimesi verilsin.
Tp = {J,{b}, {a, b}, {b, c}, X}
15 = {J,{c}, {a, ¢}, {b,c}, X}
birer topolojidir. Bunlarin topoloji olduklarini géstermek okuyucuya birakil-
mistir.
Tp U 15 = {J,{b}, {c}, {a,b}, {a, c}, {b,c}, X}
Burada,
{fa,b}n{ac} ={a} g t, Uty
olup t, U Ty bir topoloji degildir.

1.1. Sonug: Bostan farkl X kiimesi iizerinde topolojiler ailesi {t; : i € I}
olsun. Bu takdirde, topolojilerin herhangi ﬂri kesisimi de X tlizerinde topolo-
iel

jidir.

1.2. Tanim: A kiimesi, reel sayilar R kiimesinin alt kiimesi olsun. Her
a € Aicin (a—¢,a+ €) olacak sekilde bir € > 0 sayis1 varsa A kiimesine R de
aciktir denir.

Ornek: Her x € Ricin (x — £, x + €) € R oldugundan R’nin kendisi acik-
tir, R € 14 dir.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi iizerindeki standart topolojiye gore asa-
gidaki kiimelerin ac¢ik olup olmadigini inceleyiniz.

a) Reel sayilar R kiimesi

b) rasyonel sayilar Q kiimesi

c) tamsayilar Z kiimesi

d) (0,1) aralig

e) [0, 1] arahg:

f) {1, 2, 3, 4, 5} kiimesi

g) (0,2) U (4,6) kiimesidir.
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Cozim: a) Her r € R i¢in (r—¢,r+ €) € R oldugundan R’nin kendisi
aciktir, yani R € T, dir.

b) Her q € Q icin (q — €,q + €) € Q olacak sekilde bir ¢ var olmadigin-
dan Q agik degildir.

c) Herx € Z icin (x — €,x + €) € Z olacak sekilde bir € var olmadigindan
Z acik degildir.

d) Her x € (0,1) i¢in (x — &, x + €) < (0,1) olacak sekilde bir € var oldu-
gundan (0, 1) aralig1 acik kiimedir.

e) Bir 0 € [0,1] elemani i¢in (—¢,+¢€) < [0,1] olacak sekilde bir & yok-
tur. Dolasiyla [0, 1] aralhig1 acik degildir.

f) Bir x€ {0,1,3,4,5} elemam i¢in (x—¢,x+¢€) c{0,1,3,4,5} olacak
sekilde bir & yoktur. Dolasiyla {0, 1, 3,4, 5} kiimesi a¢ik degildir.

g) Acik araliklarin birlesimi a¢ik oldugundan (0, 2) U (4, 6) kiimesi a¢ik-
tir.

Ornek: Her i € {1,2,...,n} igin A; acik olmak lizere xeﬁAi olsun. O

i=1
zaman Her i€ {1,2,..,n} icin x €A; dir, A; ler acik oldugundan igin
(x; — & x; + €) c A; olacak sekilde bir g > 0 vardir. € = min{e,, €,, ..., €,} alir-

sak (x—g,x+¢€)c ﬂAi aciktir, yani N A; € T, dir.

i=1

Ornek: Her i €1 igin A, agik olmak iizere erAi olsun. O zaman,
iel
X € A; olacak sekilde bir iy € I vardir. A; acgik oldugundan (x — & x +¢€) © Aj
olacak sekilde bir € > 0 vardir. Boylece (X—g,x+8)cUAi ve dolasiyla UAi
iel iel

aciktir, yani U A; € 1 dir.

1.3. Tanim: X bir kiime ve tlizerinde bir < tizerindeki siralama bagintis
olsun. Ayrica, X'in bu siralama bagintisina gore en kii¢iik ve en biiyiik elemani
olmasin. a < b sartin1 saglayan her a,b € X icin (a,b) ={x € X:a<x <b}
araligini tanimhyalm. Bu tip araliklarin keyfi (herhagi) bilesimlerinin koleksi-
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yonu X Uzerinde bir topoloji tanimlar. Bu topolojiye X’'in siralama topolojisi
denir. X'in en kii¢ilik ve en biiylik elemanlari varsa bu tanimin amacina ulasil-
masi gerektigini belirtelim. Acik¢a goriildiigli gibi bu topoloji reel sayis1 dogru-
sunun dogal topolojisinin se¢imidir.

R? {izerinde bir siralama var midir? Dogru iizerinde bir noktada durdu-
gumuzda sadece iki yon vardir sag-sol (dogu-bati) ve bu nedenle siralama ba-
gintisin1 bulmak kolaydir. Fakat diizlem {lizerinde bir noktada durdugumuzda
gidebilecegimiz sonsuz tane yon vardir. Dogu-bati ve kuzey-giiney bunlardan
sadece dordiidir. Bununla birlikte diizlemde siralama bagintis1 bulmak miim-
kiindiir. Bu siralamalardan biri kiitiiphanelerde kullanilan "sézliik siralamasi”
denilen siralamadir.

Eger (x,,y;) ve (X,,y,) duzlemde iki nokta ise 6nce ilk koordinatlarina
bakariz. Eger x, <y, ise (x4,¥,) < (X,,¥,) oldugunu kabul ederiz. Fakat
X, = X, ise ikinci koordinatlarima bakariz. Eger x;, =x, ve y, <y, ise
(x1,¥1) < (X,,¥,) oldugunu kabul ederiz. Bu diizlemde siralama bagntisi ta-
nimlar ve bu siralama bagintis1 diizlem tzerindeki sozlik topolojsini var eder.
Sozlik topolojisinin tanimi benzer sekilde diger R" lere (n = 3) genellestirile-
bilir. Reel say1 dogrusu lizerindeki s6zliik topolojsinin standart topoloji ile ayni
oldugunu soylemistik. Fakat n > 2 i¢in bu dogru degildir.

1.4. Tanim: Reel sayilar R kiimesindeki [a, b) seklindeki araliklarin bir-
lesimi olarak yazilan kiimelerin kolleksiyonu t, reel sayilar R kiimesi lizerinde
bir topolojidir. Bu sekilde elde edilen R tizerindeki topolojiye alt limit topoloji-
si denir.

Yine reel sayilar R kiimesindeki (a, b] seklindeki araliklarin birlesimi
olarak yazilan kiimelerin kolleksiyonu 7, reel sayilar R kiimesi lizerinde bir
topolojidir. Bu sekilde elde edilen R iizerindeki topolojiye st limit topolojisi
denir.

ALTARNATIF TOPOLOJi TANIMI

Topolojinin tanimi 1.1. tanimda verilmistir. Burada altarnatif bir tanim
daha yapacagiz.

1.5. Tanim: 7, bostan farkli herhangi bir kiime ve X € t kiimeler olsun.

(T1) ’nun her elemani X'in alt kiimesidir.
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(T2) t'nun sonlu sayida elemanlarinin arakesiti t’ya aittir veya bos kii-
medir.

(T3) t'nun herhangi sayida (keyfi, sonlu-sonsuz) elemanlarinin birles-
kesi t’ya aittir. Yani,

Her i € Ii¢cin U; € T ise UUi €T
iel

aksiyomlari var ise 1 kiimesine X kiimesi lizerinde topoloji denir, (X, ) ikilisine
de topolojik uzay denir. (X, 1) ikilisini kisaca X seklinde gosterecegiz. //

Bu alternatif tanim ile verilen ilk tanim arasindaki fark @ € t olmasinin
zorunlulugunun olmamasidir. Ihtiyaca binaen & olmasidir.

TOPOLOJIDE ACIK ve KAPALI KUMELER

1.6. Tanim: (X, 1) topolojik uzayinda, A € t kiimelerine acik kiimeler
denir. Eger A c X kiimesinin tiimleyeni acik ise yani A* = X — A ise A'ye kapal
kiime denir.

Ornek: R uzayinda [a, b],(—,a],[a,+0) alt kiimelerinin kapali olup
olmadiklarini belirleyiniz.

Cozim: R—[a,b] = (—o,a) U (b,+) kiimesi agiktir. Clinkii (—o0,a)
ve (b, +o0) kiimeleri agiktir. Tanimdan, [a, b] kiimesi kapaldir.

R — (—,a] = (a,+) kiimesi a¢ik oldugundan, (—o0,a] aralig: bir ka-
pali kiimedir.

R —[a,+) = (—o0,a] kiimesi a¢ik oldugundan, [a,+00) aralig1 bir ka-
pali kiimedir.

Ornek: R? diizleminde A = {(x,y) : x = 0,y = 0} alt kiimesinin kapali
olup olmadigini arastiriniz.

Cozum:

R? — A = ((—,0) X R) U (R X (—,0))
Aciktir, ¢iinkii (—0,0) X R) ve R X (—00,0) alt kiimeleri R? de aciktir. Boylece
A kapaldir.

Ornek: Bir ayrik topolojik uzayda her kiime hem a¢ik hemde kapaldir.
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1.3. Not: Acik kiime X'in belli bir topolojisine gore tanimlanmaktadir.
Bir kiime lizerinde birden fazla topoloji olabileceginden, X’'in bir topolojisine
gore acik olan bir kiime baska bir topolojisine gore a¢ik olmayabilir.

Ornegin X = {1, 2} icin U = {1} kiimesi ayrik topoloji icin acik kiimedir
fakat asikar topoloji i¢in acik kiime degildir. Bu 6rnek ayrica bir kiimenin ne
acik nede kapali olabilecegini de gostermektedir. Ne ac¢ik nede kapali kiimeler
olabilecegi gibi, hem a¢ik hem kapali kiimelerde vardir. En basiti & ve X kiime-

leri, @' = X ve X' = @ oldugu icin X'in her topolojisi icin hem agik hem de ka-
pali kiimelerdir. Bu bariz iki 6rnegin disinda hem agik hem kapali kiime 6rnegi
olan baska 6rneklerde vermek miimkiindiir.

Ornegin, X = {1, 2, 3, 4,5} kiimesi tizerindeki
© = {2,{1,{ 2,3}, (4,5}, {1,2,3}, {1,4,5}, {2,3,4,5}, X}

topolojisini diisiinelim. Bu topolojiye gore A = {1, 2,3} kiimesi hem a¢ik hem-
de kapalhdir.

1.4. Not: [a,a] = {a} tek nokta kiimeleri kapaldir.

Ornek: {0} kiimesinin kapali oldugunu gosteriniz.
Cozim: (—0,0) ve (0,+00) kiimeleri agiktir.

[(=0,0) U (0, +e0)]" = {0}
oldugundan {0} kapahdir.

Ornek: Standart topolojiye gore sonsuz tane kapali kiimenin bilesimi-
nin a¢ik kiime olabilecegini gosteriniz.

Cozim: R den basit bir 6rnek verelim.

(0,1)= U{ 1——} veya (0,0)= U{; n} veya (—oo, )= U n,n|

n=1 n=1

Ornek: Standart topolojiye goére sonsuz tane acik kilmenin kesisimin
kapal kiime olabilecegini gosteriniz.

Cozim: R den basit bir 6rnek verelim.
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~ 1 1
=) 1-—1+—
w-fle-ae )

tek nokta kiimesi kapalhdir.

Ornek: R iizerinde standart topoloji var olsun. Asagidakileri gosteriniz.
1. Tam sayilar kiimesi Z kapaldir.
2.A={1,2,3,...,n} sonlu bir kiime kapahdir.

3. Rasyonel sayilar kiimesi Q kapali degildir.

4.B= {% :n € N} kiimesi kapali degildir.

Cozim:
1. Her bir (n,n+ 1) agik araligi standart topolojiye goére agik oldugun-
dan R —Z = U,¢z(n,n + 1) aciktir. Boylece Z kapahdir.

2.R=A={(—-,1)U(1,2)U..U(n—1,n) U (n,)} kiimesi acik ol-
dugundan, A kiimesi kapahdir.

3. R— Q acik bir kiime olup olmadig1 tespit edilemeyeceginden Q ne
acik ne de kapahdir. Ciinkii Q ac¢ik araliklarin bilesimi bigiminde yazilamazlar.

1 1

4 R—B = (00,01 U(12) UUpen (i

kapal degildir.

) kiimesi acik olmadigindan,

Ornek: Reel sayilar kiimesi R iizerinde standart topoloji var olsun. Reel
sayilar kiimesinin alt kiimesi Y = [0, 1] U (2, 3) verilsin. [0, 1] ve (2, 3) alt kii-
melerinin Y de kapali veya ag¢ik olup olmadigini belirleyiniz.

Coziim: R uzayinda (—%,%) acik kiimesini alalm. [0,1] = YN (—%,2)
oldugundan, alt uzay topolojisine gore [0, 1] kiimesi Y’'de aciktir. Benzer sekil-
de, (2, 3), Y'de aciktir. Diger taraftan

Y—-[0,1]=(2,3)veY—(2,3) =][0,1]
oldugundan bu iki kiime Y de kapalidir. O halde bu iki kiime Y'de hem a¢ik
hemde kapahdir.

1.2. Teorem: (X, t) topolojik uzay ve K bu topolojisinin kapal kiime ai-
lesi olsun. K asagidaki sartlar1 saglar:
(K1) &, XeK



www.matematikl.com 16

(K2) K'nin herhangi (sonlu-sonsuz) sayida elemaninin kesisimi K’'dadir.
(K3) K’'nin sonlu sayida elemanin bilesimi K'dadir.

Ispat: (K1) @ ve X acik kiimeler ise,
X—,=XeKveX—-X=J€eK
dir.

(K2) Her i€l icin F; €K olsun. Her F; kiimesi kapali oldugundan
A; = X — F,; kiimesi acik olur. Boylece (4;);¢; aciklar ailesini elde ederiz. Bura-

da A=( JA, alinirsa

iel

F:X—A:X—@JAJ:rKX—AJ:rmeK

iel iel iel

elde edilir.

(K3) K ailesine ait sonlu syida F,, F,, ..., Fp elemanlarini alalim.
A =X-F A, =X-F,..,A, =X-F,
kiimeleri sonlu sayida acik kiimelerdir. Bu kiimeler t ailesine aittir. Buna gore

B:ﬁAi :ﬁ(x_Fi)
i=1 i-1

p p
kiimesi aciktir. Su halde X-B= UE kiimesi kapahdir ve UE eK dir.

i=1 i=1

Ornek (Sonlu Tiimleyen Topolojisi): Herhangi bir X kiimesini alalim.
Elemanlari X kiimesi ve X kiimesinin sonlu alt kiimelerinden olusan aileyi K ile
gosterelim. Bu K ailesi (K1), (K2) ve (K3) aksiyomlarini saglar.

Cozim: (K1) X € K soruda verilmistir. & kiime sonlu olup & € K olur.

(K2) Her i €I sayis1 icin F; € K olsun. Hipotez geregi her sayisi i¢in, F;
kiimeleri sonlu olup, sonlu kiimelerin kesisimi oldugundan ﬂFi kiimesi son-
iel
ludur, oyle ki ﬂFi eK dir.

iel

(K3) J c I sonlu bir alt kiime olmak tizere her i € I sayisiicin F; € K ol-
sun. Bu takdirde her i € ] sayisii¢in F; € K kiimeleri sonludur. Boylece
| JF eK
i€]

elde edilir.
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Ornek: Herhangi bir kiimenin sonlu tiimleyen topolojisine gére kapali
kiime midir?

Coziim: K sonlu tiimleyen topolojisinin kapali kiimesidir ancak ve ancak
K" sonlu tiimleyen topolojisinin acik kiimesidir. (K")' sonlu kiimedir ya da
X'dir ancak ve ancak K sonlu kiimedir veya X'dir. Buna gore sonlu tlimleyen
topolojide bir kiimenin kapali kiime olmasi demek ya sonlu kiime olmasi de-
mektir ya da X'in kendisi olmasi demektir.

1.3. Teorem: X bir topolojik uzay A ve B acik alt kiimeleri olsun. A ve
B'nin alt uzay topolojileri sirasi ile T, ve T; olsun. Ve de An B kiimesinin alt
uzay topolojisiise Ty, 0olsun. Bu durumda, T, 5 = T, N Ty dir.

Ispat: i) Once T, N Tg C Ty,p yOniini gosterelim: Ve T, N Ty ise
V =ANU = BnU" seklinde yazilabilir. Burada U, U" € T dir. O halde V c Ave
V c B ve dolayisiyla V€ An Bolur.
V=VNnANB=ANnUNANB=(AnB)nU
olacagi i¢cin V € T, .5 sonucu ¢ikar.

ii) Simdi T,,g © Ty, N Ty yoniini gosterelim: V € T, ise Oyle bir U € T
vardir ki V= AN BN U seklindedir. Fakat bu durumda bu kiimeyi iki farkh
durumda yazabiliriz. V= A n (B n U) = An U* seklinde yazarsak, ki burada B
acik kiime oldugu i¢cin U* = BN U € T dir, V € T, oldugunu goruriz.

V=Bn(AnU)=Bn (UHY*
seklinde yazarsak, ki burada A agik kiime oldugu icin (U)*=ANU €T dir,
V € Ty oldugunu goriiriz. Dolayisiyla V € T, N Ty olur. (i) ve (ii) den

Tang =Ta N T
dir.

1.4. Teorem: X bir topolojik uzay A kiimesi ile kapal bir K kiimesi veri-
liyor.

i) A — K kiimesi acgiktir

ii) K— A kiimesi kapaldir.

Ispat:

i) A— K= An K" kiimesi, acik iki kiimenin ara kesti oldugu i¢in agiktir.

ii) K— A = Kn A" kiimesi kapal iki kiimenin ara kesti oldugu icin kapa-
hdir.
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1.5. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay ve A c Y c X olsun. A kiimesinin
Y de kapali olmasi icin gerek ve yeter sart A =Y N B olacak sekilde X'de B ka-
pali alt kiimesinin var olmasidir.

Ispat: =: A kiimesi, Y’de kapal olsun. Bu durumda Y — A kiimesi Y’de
aciktir. Tanimdan, Y — A =Y N U olacak sekilde U € t agig1 vardir. U € T oldu-
gundan B = X — U kiimesi X'de kapaldir. Boylece A = Y N B dir.

<: B kiimesi X’de kapali kiime olmak lizere A = Y N B olsun. X — B kii-
mesi X'de acik oldugundan Y N (X — B) kiimesi Y’'de agiktir. Diger taraftan,
YN(X—B)=Y-A
dir. Boylece Y — A kiimesi Y de aciktir. Sonuc olarak A kiimesi Y’'de kapaldir.

x

1.7. Tanim: R reel sayilar kiimesine {—oo} ve {+o0} noktalar: eklenerek

olusturulan kiimeye genisletilmis reel sayilar kiimesi denir ve R =R U
{—00, +00} simgesi ile gosterilir.

1.5. Not: Her A c R alt kiimesinin acik olmasi icin gerek ve yeter sart
(i) AeU
(ii) +oc0 € Aise 3 b € Rdir, 6yle ki (b, +o0] c A
(iii) —oo € Aise 3 a € R dir, dyle ki [—o0,a) C A
olmasidir.

1.2. Sonug: R kiimesinin tiim agik alt kiimelerinden U = (4;);¢ olusan
ailesi, R kiimesi tizerinde bir topolojik yapidir.

TOPOLOJIDE KOMSULUK
1.8. Tanim: (X, t) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x € A c t olacak

sekilde acik A kiimesine x noktasinin bir acik komsulugu denir. Birka¢ nokta-
nin komsulugunun olusturdugu kiimeye, komsuluklar ailesi ad1 verilir.
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A, x 1n bir agik komsulugudur < x€XveA€ET 3XE A

Ornek: X = {a,b, c,d, e} kiimesi lizerinde
Tt = {J,{a},{a,b},{a,b, e}, {b,c,d},{a,b,c,d}, X}
topolojisi verilsin. a ve ¢ noktalarinin agik komsuluklarini bulunuz.

Cozim:
a noktasinin acik komsuluklari {a}, {a,b},{a,b, e}, {a,b,c,d} ve X
¢ noktasinin agik komsuluklari {a,c, d}, {a,b, c,d}, X dir.

Ornek: X = {a,b, ¢, d,e} bir kiime ve
t={Y,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{ab,e}, X}
ailesi X tlizerinde bir topoloji olsun. b € X noktasinin komsuluklar ailesini bu-
lunuz.

Coziim: b noktasini iceren aciklar
{a,b}, {a,b,c,d},{a,b,e},X
seklindedir. Simdi bu noktalarin komsuluklarini bulalim. X'i iceren agik yine
X'dir. {a,b} yi iceren X'in alt kiimeleri
{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}, {a,b,e},{a,b,d,e},{a,b,c, e}, X
dir. {a, b,c, d} yiiceren X'in alt kiimeleri {a, b, c, d} ve X'dir. {a, b, e} yi iceren X’in
altkiimeleri
{a,b,e}, {a,b,c,e} {a,b,d e}, X
dir. O halde komsuluklar ailesi
{{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a,b,d,e},{a,b,c,e},{a,b,d, e}, X}
seklindedir.

1.3. Sonug: (X, T) bir topolojik uzay ve A c X olsun. Eger A kiimesi a¢ik
kiime ise, A kiimesi kendi i¢cindeki bir noktanin bir acik komsulugudur.

e 2
Ornek: A = (0, 1) araligy, R kiimesi tizerinde standart topolojiye gore, 3

noktasinin bir acik komsulugudur.

Ornek: B = (0,1) U {2} kiimesi, R kiimesi iizerindeki standart topoloji-
ye gore acik kiime olmadigindan hig¢bir noktanin a¢ik komsulugu olamaz.
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1.9. Tanim: Acik bir komsulugu kapsayan her kimeye komsuluk adi
verilir. Bu komsuluk acik veya kapali olabilir.

Ornek: (R,U) standart topolojisi verilsin. Her £ € R* olmak iizere
(x —&,x + ¢€) acik araligy, her x € R noktasinin bir komsulugudur. Ciinku
XE(X—gXx+e) C[x—gx+¢g]
dir.

1.6. Teorem: (X, T) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A alt kiimesinin
X'de acgik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin, kendi igindeki her
noktasmin bir komsulugu olmasidir.

Ispat: =: A kiimesi X'de acik ve x € A olsun. U= A alirsak x e U € A
olacak sekilde x elemanin bir komsulugu vardir.

<: Her x€A igin bu x elemanin U, komsulugu vardir, oyle ki
x € U, € Adir.
A=[Ju,

X€eA
dir. Boylece A kiimesi a¢ik kiimelerinin birlesimidir ve dolasiyla A kiimesi
aciktir.

1.6. Not: 1. U, X’de acgik olsun. O halde U, V x € U noktasinin bir komsu-
lugudur.

2. Bir topolojik uzayda acik kiimelerin herhangi bir ailesinin arakesiti,
genelde acik degildir.

1.7. Teorem: (X, T) bir topolojik uzay ve x € X noktasi verilsin. x nokta-
sinin 9(x) komsuluklar ailesi asagidaki 6zellikleri saglar;

(V1) Her V € 9(x) komsulugu i¢in x € V dir.

(V2) x noktasinin her sonlu sayida komsuluklarinin kesisimi de x nok-
tasinin bir komsulugudur.

(V3) 9(x) ailesine ait herhangi bir kiimenin iist kiimesi de 9(x) ailesine
aittir.

(VA)VVeEIx)icinIWEI(X) 3 Vy€E WicinV € §(x) dir.

Ispat:
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(V1) Her V € 9(x) komsulugu i¢in x acik kiime ise x € T < V olacak se-
kilde T kiimesi bulunabileceginden x € V dir.

(V2) Sonlu sayida V,,V,, ...,V € 9(x) komsuluklar: verilsin.
V, € 9(x) oldugundan
JA,eET 3x€EA CV,
V, € 9(x) oldugundan
JA,eTd3x€EA, CV,

V, € 9(x) oldugundan
JA,ET3XEA, CV,
olur. Kesisim isleminden,

xeA, NA,N.nA, [V,
i=1
elde edilir. A; N A, N..N A, € T oldugundan

hVi € 9(x)

bulunur.

(V3) V € 9(x) komsulugu verilsin. Eger Vc U c X ise U € 9(x) olur. O
halde x noktasinin herhangi bir komsulugunu kapsayan her kiime de x nokta-
sinin bir komsulugudur.

(V4) V € 9(x) komsulugu verilsin. Buna gére x € W c V olacak sekilde
W € 9(x) agik komsulugu vardir. W kiimesi a¢ik oldugundan, her y € W igin y
noktasinin ag¢ik bir komsulugudur.y € W < V ve W acik bir kiime oldugundan
V € 9(x) dir.

1.10. Tanim: (V1), (V2), (V3) ve (V4) aksiyomlarina komgsuluk aksi-
yomlar1 denir. Buna gore x noktasinin her a¢gik komsulugunun, x noktasinin bir
komsulugu oldugu asikardir, fakat tersi cogunlukla dogru degildir.

Ornek: (X, 1) ayrik olmayan topoloji olsun. Her x € X noktasi igin, x
noktasinin komsuluklar ailesini bulunuz.

Cozim: x € X ve X € T olup her x noktasmin tek acik komsulugu X kii-
mesinin kendisidir. O halde 9(x) = {X} olur.
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1.8. Teorem: (X,t,) ve (X t,) iki topolojik uzay olsun. Bu takdirde
T, = T, olmasi icin gerek ve yeter sart her x € X noktasi i¢in, bu topolojiye go-
re komsuluklarinin ayni olmasidir.

Ispat: =: 1, = T, olsun. Her x € X noktasi i¢in, x € T, olacak bigimde bir
T, € T, vardir.t, = 1, oldugundan T, € 1, olur. Her x € X noktas1 i¢cin, T, € N
elde edilir.

«: Her x € X noktasi icin, G € T, ve H € T, olacak sekilde agik kiimeler
varsa, M ve N kiimelerini kapsayan bir L ag¢ik kiimesi bulunabilir, éyle ki
x€EGcMcLvex€HcNc L olur. Béylece T, = 1, elde edilir.

1.9. Teorem: Bir noktanin sonlu sayidaki komsuluklarinin birlesimi de,
o noktanin bir komsulugudur.

Ispat: (X,T) topolojik uzay1 ve bir x € X noktas:1 verilsin. Herhangi
V,,V, € 9(x) komsuluklarini alalim. Buna gore,

IW, et axeW,cV,vedW,et 3xeW,cCV,
olur. Birlesim isleminden,

AW, UW,eta3xeW,UW,cV,UV,
bulunur.(T3) aksiyomundan W; U W, € t olup komsuluk tanimi

V, UV, €9(x)

elde edilir.

1.10. Teorem: Bir X kiimesi verilsin. Her x € X noktasi i¢in, komsuluk
aksiyomlar1 saglanacak sekilde bir 9(x) ailesi varsa, X kiimesi tizerinde bir tek

T topolojik yapis1 vardir, 6yle ki 9(x) komsuluklar ailesi, x noktasinin -
komsuluklarindan ibarettir.

Ispat: Bir X kiimesi verilsin. Bu kiime iizerinde 7 ailesini
T={AcX: xEA=AEI(X)} (D
seklinde tanimlayalim. Bu takdirde t ailesinin X kiimesi tizerinde bir topoloji
oldugu agiktir. (T3) aksiyomu (V2) aksiyomundan ve (T2) aksiyomunu da (V3)
aksiyomundan elde edilir. (T1) aksiyomu, (V2) ve (V3) komsuluk aksiyomlari-
nin bir sonucudur.

Simdi her x € X icin 9(x) ailesinin, x noktasinin t-komsuluklar ailesi
oldugunu gosterelim. (V3) aksiyomundan ve (1) ifadesinden, x noktasinin her
t-komsulugu 9(x) ailesine aittir.
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Tersine, her V € 9(x) kiimesinin x noktasmin her bir t-komsulugu ol-

dugunu gostermek icin,
U={yex: VeI(x)} (2)

kiimesini tanimlayalim. V € 9(x) oldugundan (2) ifadesinden x € U olur.y € U
ise V € 9(x) olur. (V1) aksiyomundan y € V olur. Boylece U c V olur. Simdi de
U € t oldugunu gosterelim. Bunun icin 1.6. teorem geregi, her y € U noktasi
icin, U € 9(x) oldugunu gostermek yetecektir; y € U ise V € 9(x) oldugundan
(V4) aksiyomundan, bir W € 9(x) komsulugu vardir, 6yle ki her z € W noktasi
icin, V € 9(z) olur. (2) ifadesinden z € U ve W c U bulunur. (V3) aksiyomu
geregi, y € U noktasi icin U € 9(x) olur.

Ornek: Bir X kiimesi verilsin. Her x € X noktasi icin,
Ix)={AcX: x€EA}
ailesinin, komsuluk aksiyomlarini sagladigin1 gosteriniz ve X kiimesi tizerind e-
ki topolojiyi bulunuz.

Cozlim: (v1) aksiyomundan A € 9(x) ise 9(x) = {A c X: x € A} ifade-
sinden x € A ve x € B olur. Buradan x € AN Bve AN B € 9(x) olur.

(V3) Her A € 9(x) ve A c B ise B € 9(x) dir.

(V4) Her A € 9(x) komsulugu icin bir U € 9(x) kiimesi vardir, dyle ki
U c Adir.Hery € U noktasii¢cin A € 9(x) dir. Gergekten her y € U noktasi icin,
U € 9(y) olur. Boylece

T={AcX:Vx€eAAEIX)}=PX

olup, T topolojisi X kiimesi tizerindeki ayrik topolojidir.

ic, DIS, KAPANIS ve SINIR

1.11. Tanim: (X, t) bir topolojik uzay ve A c X olsun.

i) A tarafindan kapsanan biitiin ac¢ik kiimelerin bileskesine veya diger
bir ifadeyle A tarafindan kapsanan en biiyiik acik kiimeye A’'nin i¢i denir ve A°
ile gosterilir.

ii) A’y1 kapsayan biitiin kapali kiimelerin kesisimine veya diger bir ifa-
deyle A’y1 kapsayan en kiiciik kapali kiimeye A'nin kapanisi denir ve A ile gos-
terilir.

iii) A kiimesinin smir1 (kabugu), dA ile gosterilmek tlizere dA = A — A°
seklinde tanimlanir. Bu tanim alternatif olarak su sekilde de tanimlanir.
0A = A — (AY) dir.

iv) (A)* = X — A acik kiimesine A'nin dis1 denir.
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1.4. Sonug: i¢c ve kapanis arasinda su iliski vardir: A° ¢ A c A dir.

Ornek: R in standart topolojisinde,

01 =100 =001 =[0,1]
oldugu [0,1) ve (0,1] kiimeleri kapali olmadig i¢cin tanimdan séylenebilir. Ay-
n1 sekilde [0, 1) ve (0, 1] kiimeleri acik olmadigi i¢cin

[0,1]° =[0,1)° = (0,1]° = (0, 1)
dir. Ve dolayisiyla bu kiimelerin dérdiiniinde sinir1 aynidir ve

2[0,1] = d[0,1) =04(0,1] = 4(0,1) = {0, 1}

olur.

Ornek: Reel sayilar kiimesi R iizerinde ayrik topoloji var olsun.
A = [0,1) alt kiimesini ele alahm. A° = A = [0,1) dir.

Ornek: Reel saylar R kiimesi lizerinde standart topolojiye gore
A = {0} X [—1,1] alt kiimesini ele alalim. A° = & ve A = A oldugundan A = A
dir.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi iizerinde ayrik topoloji var olsun.
A = [—1,1] alt kiimesini ele alalim. A° = A ve A = A oldugundan 0A = J dir.

Ornek: Reel sayllar R kiimesi iizerinde alt limit topoloji var olsun.
A=[-1,1] alt kiimesini ele alahm. A° =[—1,0) veA=A oldugundan
0A = {—1}dir.

Ornek: X = {1, 2, 3, 5} kiimesi {izerinde
t={J,{1},{1,3,4},{2,3,4,5},{3,4}, X}
topolojisi verilsin. A = {2, 3,4} kiimesini inceleyelim.

Cozim: A° = {3,4} ve A = {2, 3, 4,5} oldugundan 0A = & dir.

Ornek: (X, 1) topolojik uzay olsun.
X0=X=X 2°=0=0,0X=0,00=0
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ii) T, X de ayrik topoloji A c X olsun. A = A = A® ve 0A = O dir. Ger-
cekten, Ayrik topolojide her kiime hem a¢ik hem kapaldir. Dolayisiyla bir A
kiimesini kapsayan en Kkiiciik kapali kiime A’nin kendisidir. Yani A = A dir.
Benzer sekilde A = A° gosterilir.

iii) Sonsuz bir X kiimesi tizerindeki sonlu tiimleyenler topolojisine gore,
her sonsuz A c X alt kiimesi i¢cin A = X dir. Gergekten sonlu tiimleyenler topo-
lojisinde kapali sonludur. Bunun tek istisnasi hem ac¢ik hem kapali olan X kii-
mesidir. Sonsuz A kiimesini kapsayan tek bir kapal kiime vardir. O da X'dir. O
halde A = X olmalidur.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi iizerinde standart topoloji ve rasyonel
sayilar Q alt kiimesini ele alalim. Q° = @ve Q = R oldugundan dQ = R dir.

Ornek: Reel sayllar R kiimesi iizerinde standart topoloji var olsun.
{%: n e Z+} olsun. A’ = & ve A = A U {0} oldugundan 0A = A U {0} dir.

Ornek: Standart topolojiye gére asagidaki kiimelerin ic, kapanis ve si-

nirlarini yaziniz:

A)A=(0,1)-{—=7mez}cR

b)B={(x,y) :x*+y*<1,x >0,y #+ 0} c R?

Cozum:
a) A acik kiimedir yani A° = A,
Kapanist: A = [0,1],
. — 1 . +
Smire: 0A = {n-l-_l neEz }U {0,1}
b) B acik kiime oldugu icin B = B,
Kapanist: B = {(x,y) : x? +y? < 1,x = 0}
Sinirt: Ug kiimenin bilesimi olarak
0B={(xy):x*+y*=1,x=20}U{(xy): 1<y <1,x= 0}
U{xy):0<x<1y=0}

Ornek: R? den alman standart topolojiye gore asagidaki alt kiimelerin
i¢, kapanis ve sinirlarimi yaziniz:

a)A = {(xy): x€ Qy€ R}

b)B={(xy): y# 0}
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gC={xy):0<x<1,y+ 0}

Cozim: Q kiimesinin R deki i¢i bos kiimedir yani i¢i yoktur. O halde
A° = & olmalidir. Gergekten de biraz daha agiklamak gerekirse, mesela A’da
bir nokta alalim. Diyelim (q,y) € A olsun. (q,y) merkezli her agik disk (x,y)
seklinde ve x € I olacak sekilde bir eleman yani A’da olmayan bir eleman ice-
recektir. O halde (q,y) elemani A'nin icinde olamaz. Yani A’'nin hi¢cbir elemani
A’nin icinde olamaz. O halde A'nin i¢i yoktur. Bos kiimedir. Q kiimesinin R de-
ki kapanisi tiim reel sayilar oldugu icin A'nin kapanisi da tiim diizlem olacak-
tir. Buna gore A = R? ve dolayisiyla 0A = A — A’ = R? dir.

b) B acik kiimedir. B = Bve B = R? ve 0B = B — B? = x ekseni olur.

AC'={(xy):0<x<1,y+0}
C={xy):0<x<1}
IC={0,y): yER}U{(Ly): yER}U{(x,0):0<x<1}

1.11. Teorem: Bir kiimesinin hem a¢ik hem de kapali olmasi i¢in ge-
rek ve yeter sart dA = & olmasidir.

Ispat: 0A = @ < [(0A c A) =A kapali]
< [(A° = A) =A agiK]

1.12. Teorem: X bir topolojik uzay ve A c X olsun.
a) Bir kiimenin sinir1 kapahdir.
b) 0(0A) = 0A dir.

Ispat: a) A=A —A° = An (A°)' = An A = A iki kapah kiimenin kesi-
simidir, dolayisiyla kapahdir.

b) (x € 0A) A (x € d(0A)) olacak sekilde bir x elemani varsa, 3 T;, T, € T
icin
x & 0(0A) < [(x€ (0A)°] Vv [(x € ((0A)H°]
S [(xe T, cdAlV [(XET, c (0A)Y
S [(XeET,NT, cdA]V [XET,NT, c (0A)']
olurdu. Bu celiski olamayacagindan segilen bicimde bir x elemani yoktur. O
halde d(0A) = dA olur.

Ornek: d(AN B) = dA N B esitliginin yanhs oldugunu gosteren reel
say1 dogrusundan basit bir karsi 6rnek veriniz.



olur.
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Cozim: A = (0,1) ve B = (1, 2) alirsak yanhs oldugu gortlr.

1.13. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay ve A c X olsun. Bu durumda

) (B)t= (A yani X — & = (X — A)°
i) (A" = At yani X — A° = (X—A)

Ispat: 1) 3 T € T i¢in
Xx€(A)'<x¢ A
SXETA(TNA%QD)
SXETA Tc A
< x€ (AYH°

olur. O halde (A)" = (A")°yani X — A = (X — A)° dir.

ii) VT € tigin
Xx€ (A ' < xg A
SXxET=(TNA + D)
< x€E A

olur. O halde (A°%)* = At yani X — A° = (X — A) dir.

olur.

1.14. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay ve A, B c X olsun. Bu durumda
i) UcAveU, XdeacgkiseUc A°

i) AcBiseA’ c B

iii) A kiimesinin acik olmasi i¢cin gerek ve yeter sart A = A°

iv) (A% c A

v) ()= A°

vi) (ANnB)?=A°NnB°

vii) A UB% c (AU B)°

Ispat:

i) U, X de agik alt kiime ve U c A olsun. A°, A kiimesinin kapsadig tiim

acik alt kiimelerin birlesimi oldugundan U € A° dir.
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ii) A c B oldugundan A°, B tarafindan kapsanan acik kiimedir. Yani
A® c A c B dir. (i) kismindan, B tarafindan kapsanan her agik kiime, B tara-
findan kapsanir. Boylece A° c B dir.

iii) =: A kiimesi acik olsun. A = A° oldugunu gosterecegiz. A° tanimin-
dan, A° c A dir. Ayrica A, kendisi tarafindan kapsanan a¢ik kiime oldugundan,
A c A° dir. Sonug olarak, A = A olur.

<: A = Aise A agik kiimedir. Tanimdan, A® bir acik kiimedir.
iv, v, vi okuyucuya birakilmistir.

vii) 3T, T, € Tigin
x€ (A’UB% = (xe A%) v (x € B?)
=(x€T, cA)V(xeT,cB)
=x€T,UT,c AUB
=x € (AU B)°
olur.

Ornek: R in standart topolojisinde A = (0,1] ve B= (1,2) alalm. Bu
durumda (AU B)? = (0,2)° = (0,2) dir. Fakat A° UB° = (0,1) U (1, 2) dir. Bu
da A° U B? c (AU B)? oldugunu gésterir.

Kazimierz Kuratowski
02 Subat 1896, Varsova, Polonya-18 Haziran 1980, Varsova, Polonya

Simdi verilecek olan teorem (i), (ii) ve (v) siklarina Kuratowski Kapanis
Aksiyomlar1 adi verilir.

1.15. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay ve A, B c X olsun. Bu durumda
) @0=0

iy (A)=A
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iii) A c Cve C, X'de kapaliise A € C dir.
iv) Ac BiseA cB dir.
v) A kiimesinin kapali olmasi icin gerek ve yeter sart A = A
vi) (AUB)=AUB
vi) (AnNB)c AnB
olur.

Ispat: i, ii ve iii okuyucuya birakilmistr.

iii) C, X'de kapali ve A c C olsun. A, A kiimesini iceren tiim kapali kiime-
lerin arakesiti oldugundan, A € C olur.

iv) A c B oldugundan B, A kiimesini kapsayan kapah kiimedir. (d) kis-
mindan, A c B dir.

v) «<: A kiimesi kapali olsun. A = A oldugunu gésterecegiz. A tanimin-
dan, A c A dir. Ayrica A, kendisini kapsayan kapah kiime oldugundan, A c A
dir. Sonucg olarak, A = A olur.

<: A = Aise A kapali kiimedir. Tanimdan, A bir kapali kiimedir.

vi) A c A ve B c B oldugu i¢cin AUB c AU B olur. Burada iki kapali
kiimenin bilesimi kapali oldugu icin AU B kiimesi kapali bir kiimedir. Buna
gore A U B kiimesi A U B kiimesini kapsayan en kii¢iik kapali kiime oldugu i¢in
A U B kiimesinden biiylik olamaz. O halde AUB < A U B olmaldir.

Ote yandan su ézelligi kullanalim. Eger C ve D iki kiime ve C c D ise
C c D olur. Ayrica A< AUB oldugu icin Ac AUBve de B c A UB oldugu
icin B € A U B olur ki bu iki seyi birlestirirsek, A U B € AU B oldugu cikar.

AUB c AUBve AU B c AUB oldugundan istenen esitlik ¢ikar.

vii) Her T € 1 icin
XEAUB= XeET=TN(ANB) # &)
> EXET=[(TNA+=D)A(TNB %= J)]
= (x€A)A(x€EB)
= x € (AN B)
olur. O halde (An B) c A n B dir.

Ornek: 1.5. teoremdeki vii. 6zelligi esitlik icin dogru degildir. Mesela, R
in standart topolojisinde A =(0,1) ve B=(1,2) alalm. Bu durumda
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(ANB) =G = Jdir, fakat AN B = [0,1] N [1,2] = {1} dir. Yani bu érnek i¢in
(AnB)=AnBdir.

Ornek: Reel sayilar kiimesi R iizerinde sonlu tiimleyenler topoloji var
olsun. A = [0, 1) alt kiimesini ele alalm. A = [0, 1) alt kiimesinin icerdigi acik
kiime mevcut olmadigindan A° = R dir. Bu topolojiye gore sonlu olmayan ka-
pali kiime sadece reel sayilar kiimesi oldugundan A = R dir.

Ornek: Reel sayllar kiimesi R iizerinde alt limit topoloji var olsun.
A = [0,1) alt kiimesini ele alahm. Bu topolojiye gére A acik oldugundan A° = A
dir. Yine ayni topolojiye gore R— A = (—00,0) U [1,0) kiimesi R de agik ol-
dugundan A, bu topolojiye gére kapahdir. Yani, A = A dir.

Ornek: Reel sayilar kiimesi R iizerinde standart topoloji var olsun.
Rasyonel sayilar kiimesi Q yu inceleyelim. Q° = & dir. Gergekten, rasyonel
sayllar kiimesinin i¢inin bos olmadigini varsayallm. Q nun icerdigi bostan
farkl acik kiime U oldugunu varsayalim. x € U alalim. O zaman,

x€(ab)cUcQ
olacak sekilde bir (a, b) agik aralig1 vardir. Diger taraftan, iki reel say1 arasinda
bir irrasyonel say1 vardir. Dolasiyla her aralik R — Q kiimesine ait elemanlar:
icerir. Bunedenle, U acik kiimesi de bu elemanlari igerir. Bu ise ¢eliskidir. Boy-
lece Q° = I dir. (Q = R esitligi de okuyucuya birakilmistir.)

Ornek: a) A acik bir kiime ise A c (A)° oldugunu gésteriniz.
b) Acik olmayan bir A kiimesi bulun éyle ki (A)° kiimesi A’y1 icine alma-
sin. Reel say1 dogrusu lizerinde boyle bir 6rnek bulabilir misiniz?

Coziim: a) A c A ve A agiktir. Tanim geregi, (A)° kiimesi A kiimesinin
icindeki en biiyiik a¢ik kiime oldugu i¢in A’y1 kapsamalidir.

b) Reel say1 dogrusunda A = [0,1) alahm. Bu durumda, A = [0, 1] ve
(A)° = (0,1) olur. (A)° kiimesi A’y1 kapsamuyor.

1.16. Teorem: X topolojik uzay, A € Y c X olsun. A’'nin Y’deki kapanisi
Y N A ye esittir.
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Ispat: C kiimesi, A kiimesinin Y alt uzayindaki kapanisi olsun. A kiimesi
X uzaymnda kapali oldugundan Y NA kimesi Y alt uzayinda kapahdir.
A c YN Aoldugundan C € YN A olur.

Tersini gosterelim. C kiimesinin tanimindan C, Y alt uzayinda kapahdir.
1.5. teoremden C c Y N C* olacak sekilde X uzayinda C* kapal alt kiimesi var-
dir. Boylece A € Y N C* dir. A nin tanimindan ve C* kiimesini A kiimesini iceren
X uzaymnin kapali alt kiimesi oldugundan A = C* dir. Dolasiyla,

YNAc(YNnCYH

YNnAcC
olur. O halde C =Y n A dir.

1.17. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay, A, herhangi bir kiime ve K ka-
pali bir kiime olsun. Eger A UK = X ise A° U K = X dur.

Ispat: AUK =X ve A’ UK # X oldugunu varsayallm. Bu durumda
x € A— A° ve x & K olacak bicimde bir x € X olmahdir. Yani, K* kiimesi acik
oldugundan x € T c K olacak bigcimde agik bir T kiimesi var olmalidir. Ayrica
AUK=X=A'UK'=C

=K' c (AH*

= K'cA

= x€ETcK'cA

= x €A°
olur. O halde x € A° U K olacaktir. Oyleyse A° U K = X dir.

1.18. Teorem: (X, t) bir topolojik uzay, A c Xolsun. Budurumda, x € A
ancak ve ancak x elemanini iceren her U € T kiimesi A alt kiimesi ile kesisimi
bos kiimeden farkhidir.

Ispatt =:x € Aile x € U ve AN U = & olacak sekilde U € t olsun. O hal-

de, X — U kapali kiimesi A’y1 igerir. Dolasiyla, A € X — U olur. x € U oldugun-
dan x € X — U olur. Buradan x € A olup ¢eliskidir. O halde An U # & dir.

<:x & Aise U= X — A olmak lizere x € U dur. U € T oldugundan hipo-
teze gore U kiimesi A ile kesisimi bos kiime degildir. Yani A N (X — A) # Jtur.
Bu ise, bir celiskidir. Boylece, x € A dir.

1.19. Teorem: (X,t) bir topolojik uzay, A c X ve x € X olsun. O halde,
X € 0A olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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XEANX-A) # I
olmalidir.

Ispat: =: x € dA olsun. Tanimdan, x € A ve x & A° dir. x € A oldugun-
dan x noktasmin her komsulugu A kiimesi ile kesismesi bos kiime degildir.
Diger taraftan, x ¢ A oldugundan x noktasinin her komsulugu A kiimesinin
bir alt kiimesi degildir. Boylece bu komsuluk X — A ile kesistigi nokta bos kii-
meden farklidir. Yanix € An (X— A) # O dir.

<:x€ANX—A) # Joldugunu varsayalim. x € A ve x € (X — A) dir.
1.11. Teorem (ii) kismindan,
X=A=(X-A)°
dir. Boylece, x € A ve x € A° dir. O halde x € A — A° = 9A dir.

1.20. Teorem: (X, T) bir topolojik uzay ve A,B < X olsun.
i) 0A° coA

ii) d(AUB)c 0AU 0B

iii) Dis(AU B) c Dis(A) U Dis(B)

iv) A°=A—-(ANOJA)

v) AnNdA=J < A€t

vi) 0JA c A< A kapaldir.

Ispat:

) x € 0A° = x & (A%)° Ax & ((A)Y)°
=>x¢ A’ Ax ¢ ((AH?)°
Sxg A Ax € (A, ((AH° c (AD)Y)
= X € 0JA

i) xEd(AUB) =>x¢ (AUB)’vx ¢ ((AuB)Y°
= (x¢€ A°UB%V (x¢ (A'nBYHY?), (ANBc AUB)
= xgA"NBY)Vv(x¢ (A'nBYHY)
— (x¢ A Ax € BO)V (x ¢ ((A)° N (BH?))
> xgA"Axe¢ BV (x¢ (AY°A (x ¢ (BH?)
> xeEAAxe (AN V (xeB°A(x¢ (BYH?)
— (x€dA) V (x € 9B)
= x € (0JAU0B)

iii) x € Dis(AUB) = x € ((AUB)YH)°
= x € (A*nBYH°
= x € [(AH° n (BYH?]
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= x € (AH° Ax € (BY°
= x € Dis(A) A x € Di1s(B)
= x € [Di1s(A) N Dis(B)]

iv)x A’ ©ox€E AAX ¢ DA
S XEANXE[ANOA]
= xEA—[ANIA]

VIANIA=F oxEANXxEIAXxEA S AET

VjdJAc A (xEIA=XEA) & (XEA = x ¢ 0A)
Buise 3T € tigin
XEA'SxeE (TcAHN (TN A= D)
SXxE(TcAHYA xeE(TNA=Q)
< x€ (AYH°
yazilabilir. Bu ise, bir kiimenin A kiimesinin kapali olmasi icin biitiin kenar
noktalarini icermesinin gerekli ve yeterli oldugunu soyler.

1.21. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay ve A c X olsun.

i) A=A"U0A
i) 0A = 9(X—A)
iii) A —9A = A°

iv) 0A = An (AY)

Ispat: i) x€ A ve x & 0A oldugunu varsayalm. x ¢ dA oldugundan
U c A veya U c X — A olacak sekilde x noktasini iceren bir U a¢ik kiimesi var-
dir. U € X — Aise X — U kiimesi A kiimesini iceren bir kapal kiimedir. Dolas1y-
la, Ac X— A dir. Bu ise x € A ile gelisir. U acik kiimesi A kiimesi tarafindan
kapsanmalidir. Bu nedenle, x € A° dir. Sonucta,

AcCA®—0A

dir. x € A’ U QA fakat x ¢ A oldugunu varsayalm. A° c A ¢ A oldugundan
X € 0A dir. x € A oldugundan x noktasin icermeyen fakat A kiimesini iceren
bir F kapali kiimesi vardir. O halde, X — F kiimesi x elemanini iceren acik kiime
fakat bu kiime A ile kesisme noktasi yoktur. Boylece, x elemani dA ne ait degil-
dir, bu bir celiskidir. Bu nedenle x € A ve A° U dA c A dir. Sonug¢ olarak,
A = A% U QA dir.

ii) x € 0A olsun. O halde, x noktasini iceren bir U ac¢ik kiimesi, A ve
X—A her ikisi ile Kkesisir. Boylece x € d(X— A) dir. Benzer sekilde
X € 0(X—A) ise x € dA dir.
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iii) A° U dA = & oldugunu gosterirsek sonucu (i) kismindan elde ede-
riz. A° U 0A # @ oldugunu varsayalm. x bu kesisimde bir eleman olsun.
X € dA oldugundan, x noktasini iceren her agik kiime X — A ile kesisimi bos
kiime degildir. Diger taraftan, x € A° oldugundan U c A olacak sekilde x ele-
manini iceren bir U agik kiimesi vardir. x elemanin hem A° hemde dA de olma-
s1 mimkiin degildir.

iv) VT € ticin
XEIA XET=[(TNA+ D)V (TNA + )]
oldugunu biliyoruz. x ¢ A° oldugunu gostermek icin olmayana Ergi yéntemini
kullanalim. Eger (x € dA) A (x € A°) olsayd1 3 T € T igin
XxET ATCA
olurdu. Bu durumda x ¢ dA olmasi gerekirdi. Demek ki x € A° olamaz. O halde
x € A— A° dir.

1.5. Sonug: (X, 1) bir topolojik uzay ve A kiimesi X in alt kiimesi olsun.

i. 0A kiimesi kapahdir.

ii. AA=ANn(X-A)

iii. 0A c A olmasiicin gerek ve yeter sart A kiimesinin kapali olmasidir.

iv. dANn A° = & olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin agik olma-
sidir.

Ornek: Yukaridaki sonucun (iv) ézelligi i¢ icin dogru degildir. Yani
B’nin A’daki igini B ile, X’deki i¢ini B ile gosterirsek Bj ile B® N A farkli olabi-
lir. Cok basit bir karsi 6rnek: B = A = Q rasyonel sayilar kiimesi ve X = R reel
sayilar kiimesi olsun. Standart topolojiyi diisiinelim. Bu durumda Q nun ken-
disine gore ici kendisi olacagindan Q(% = Q olur.Fakat Q nun R ye gore ici bos
kiimedir. O halde Q° N R = & olur. Ve boylece Qg # Q° N R dir.

1.6. Sonug: B c A c X seklinde olsun. B'nin A’daki kapanisini B, ile,
X'deki kapanisini B ile gosterirsek B, = Bn Aolur.

1.7. Sonug: (X, 1) bir topolojik uzay ve A, B c X olsun.
ANB=J = 0d(AUB)=0AUOJB
dir.

1.22. Teorem: (X, 1) bir topolojik uzay ve A,B c X olsun.
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olsun. t = {D, : r € R*}U {J,R?} kolleksiyonu R? iizerinde bir topolojidir.
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i) AcB=(A)’c (B)°

i) AcB=A0 cBO

iii) Aacikise A c (A)°

iv) A kapaliise (A%) c A

Ispat:

i) AcB=>Ac B=(A)u (B)°

i) AcB=A°cB’=(A)°uU (B)"

iii) A € tise A = A° oldugundan
AcA=A"c (A)’°=Ac (A)°

iv) A € tise A = A oldugundan
AAcA=(A) cA= (A cA

COZUMLU ALISTIRMALAR
Topolojinin Tanimi
1. Her r € R i¢in

D, ={(xy) ER?: x*+x2<r}

Cozim:
(T1) 'nun tanimindan &, R? € 7 dir.

(T2) D,,D,, € tolsun.r = min {r,,r,} alahm. Bu takdirde, D, € 7 dir

35

(T3) Her i € I'igin D, € 7 alalm. ry = Sup {r;: i€ I} ise UAri =A, €1

2. X = {a, b, c} kiimesinin, 6 elemanh ve 7 elemanl bir topolojisini bu-
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Cozim: 6 elemanh topoloji {J,{a}, {b},{a,b},{a,c}, X} dir. Ama 7 ele-
manh bir topoloji yazilamaz.

3. X kiimesi 100 elemanlhdir. Bu kiimenin 2% — 1 tane alt kiime iceren
topolojisi olamaz. GOsteriniz.

Coziim: Soruda, 100 elemanl bir kiime i¢in kuvvet kiimesi olan P(X)
kuvvet kiimesinden bir eleman ¢ikararak topoloji elde edemeyecegimizin is-
patlanmasi isteniyor... Eger cikardigimiz kiime tek nokta kiimesi degilse, yani
tek nokta kiimeleri topolojinin icindeyse bu topoloji ayrik topoloji olur ve 210
elemanhdir ve kiime ¢ikaramayiz. O halde eger kiime ¢ikaracaksak dnce tek
nokta kiimelerinden baslamalyiz. Grnegin, X ={1,2,3,..,100} kiimesi olsun
ve {1} kiimesini P(X) kiimesinden sildigimizi diisiinelim. Geriye kalan koleksi-
yon topoloji olamaz. Clinkii geriye kalan koleksiyonda {1, 2} ve {1,3} kiimeleri
vardir ve topolojinin 2. sartindan dolay1 {1,2} n {1, 3} = {1} kiilmesinin de id-
dia edilen topolojide olmasi gerekir. Fakat o ¢ikartilmisti. Dolayisiyla {1} kii-
mesini P(X) kiimesinden c¢ikardigimizda kalan koleksiyon topoloji degildir.
Fakat ayni islem, {2}, {3}, ..., {100} tek nokta kiimeleri icinde gecerli. O halde,
100 elemanl: bir kiimenin 21% — 1 elemanl topolojisi yoktur.

4. ki elemanl bir kiime iizerinde kac degisik topoloji vardir?

Cozim: iki elemanl X = {0, 1} kiimesini alalim.

T, = {@.X} 1, = {G.X{0}} 1, = {J,{1},X}, 1, = {G,{0}, {1}, X}
kolleksiyonlar: X tizerinde birer topoloji olup 4 tanedir. Bu topolojilerden t, e
asikar topoloji, T, ile T; Sierpinski ve t, ayrik topoloji topolojisi olarak adlan-
dirilir.

5. X = {1, 2, 3} olsun. X'in iki tane dort elemanli topolojisi
T, ={0,{1}{1,2} X} vet, = {J,{1},{1,3},X}
topolojileri veriliyor.

a) T, ve T, yi kapsayan en kii¢ik t,;, topolojisini yaziniz.

b) T, ve 1, tarafindan kapsanan en biiyik t,,,, topolojisini yaziniz.

Cozim: a) Ty, = (D,{1},{1,2},{1,3}, X}
b) Thax = {9, {1}, X}

Topolojide A¢ik ve Kapali Kiimeler
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6. X herhangi bir kiime ve Y topolojik bir uzay olsun. f : X—Y fonksiyon
olsun. V acgik kiime ve V C Y icin, eger f~*(V), X iizerinde bir topolojik yap1
olusturur.

Coziim: (T1) (Y, V) topolojik uzay oldugundan, Y ve & €V olur.
f~1(@) = D ve f1(Y) = X oldugundan &,X € f~1 (V) olur.

f~1(V) kiimeler ailesi (T2) ve (T3) aksiyomlarin saglar. Su halde f=1(V)
ailesi X kiimesi iizerinde topolojidir.

i¢, D1s, Kapanis ve Sinir

7. X = {a, b, c} olmak lizere,
T, = {@'{C}' {b' C},X}
T, ={Y,{a}{c},{a,c}, X}
T3 = {J,{a},{b}, {a, b}, X}
topolojileri veriliyor. L = {a,b} ve M = {a,c} kiimelerinin kapanislarini bulu-
nuz.

Cozim:

T,icinL=XveM =M
T,icinL=XveM =M
TyicinL=LveM =X

8. Asagida R? nin baz alt uzaylar: verilmistir. Bu uzaylarn i¢, kapanis
ve sinirlarini bulunuz.

A)A=ZXQ
b)B=QXx{y:y €R"}

2 2 1 +
C={(xy): x=0vex“+y <1}—{(H,0): ne’z }

Cozim:

AA=(ZxQ°=Z°xQ =0xT=0
A=ZXQ=ZxQ
A=A—-A=7ZxQ-T=7ZxQ

b)B=Q°X{y:yER*F = x{y:yeER"}=0
B=Qx{y:yeR*}=Rx{y:y e R* u{0}}
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JB=B-B°=B

AC={(xy): x= Ovex2+y2<1}—{(%,0): nEZ*}
Co={(xy): x>0vex?+y?<1}
C={(xy): x=0vex?+y?<1)}
0IC={(xy): x=0vex*+y>=1}U{(0,y): —1<y<1}

9. An B = AN B olacak sekilde iki A, B ¢ R kiimesi bulunuz.
Cozim: A= (0,1),B = (1; 2) alalm.

ANB=CO=CfakatANnB =[0,1]n[1,2] = {1}
olur ve AN B = AN Bsaglanur.

10. X bir topolojik uzay ve A c X olsun. [Af]' ifadesinin en sade hali ne-

dir?
Coziim: TAT] = [(A%)Y]" = A°
11. 7}, X tizerinde asikar topoloji olsun. A c X i¢in;
A, A=X A A#X
olur.

12. X sonlu olmayan bir kiime ve X lizerindeki topoloji sonlu tiimleyen-
ler topolojisi olsun. A € X icin
0 &, Atsonsuz ~ (A, Asonlu
A" = ve A=

A, A'sonlu X, A sonsuz
olur.
13. T, X iizerinde asikar topoloji olsun. A c X i¢in;
g, A+X + g, A= g, A=XA=O
0 _— ] _ ) _ ) )
A_{A, A=X 'A_{x, Az aA‘{x, A£X A+
olur.

14. X sonlu olmayan bir kiime ve X lizerindeki topoloji sonlu tiimleyen-
ler topolojisi olsun. A c X i¢in;
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A, Asonlu
AY,  Alsonlu

AO:{@, At sonsuz {A, A sonlu

A, Atsonlu ~ X, Asonsuz ¢ aA:{

15. U c Rbir agik kiime olsun. UN Q@ = U oldugunu gosteriniz.

Cozim: UNQcUNQ =UNR=0U oldugu icin UnQ < U olur. O
halde sadece U c U N Q oldugunu géstermemiz yeterlidir. x € U olsun. Bu du-
rumda, x noktasi U kiimesinin limit noktasidir. Yani x’in her V acik komsulugu
U kiimesini keser. Yani 3y € U dyle ki y € U NV dir. Simdi U ve V acik oldugu
icin UNV kiimesi ag¢ikdir. O halde, acik kiimenin karakterizasyonundan,
36 >0 oyle ki (y—96,y+8) cUnV dir. Fakat elbette reel say1 dogrusunun
her acgik aralig1 rasyonel sayida icerdiginden, (y — 6,y + 8) N Q # & ve dolayi-
siyla UNV NQ # < olur. Bu ise x’'in her agik komsulugu V N Q yu keser. Yani
x € UN Q dir. Boylece, U c UN Q oldugu da gosterilmis oldu.

16. Hern € N, A, ={1,2,3, ...,n} olmak iizere N {izerindeki topoloji
t={A,:n€ N}uU {J,N}
olsun. A = {1,2,3,5,10} alahm. A° = {1, 2,3} dir, ciinkii A;, A kiimesini iceren
en blyiik acik kiimedir. A kapali degildir, ¢linkii tiimleyeni acik degildir.
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