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1. BOLUM
METRIK UZAYLARA GIRIS

METRIK (MESAFE, UZAKLIK, OLCUMLU) UZAY KAVRAMI

Reel veya kompleks analizdeki dizilerin yakinsakligi ve stirekliligi ta-
nimlarin1 hatirlayalim. Dikkat edersek her iki tanimda da uzaklik kavrami rol
oynamistir. Dizinin yakinsakliginda, (x,) ile x arasindaki uzaklik s6z konusu
olmustur. Siireklilikte ise x ile xq ve f(x) ile f(x,) arasindaki uzaklik isin i¢ine
girmistir. Reel sayilar, reel dogru iizerindeki noktalar olarak diistintildiigiinde
x ile y arasindaki uzaklik |x — y| sayisidir. Bunu her x,y € R icin

dx,y) = Ix—yl
sekline doniistiirelim. Kompleks sayilar, kompleks dogru tizerindeki noktalar
olarak diistintildiigiinde x = (x4,%,) € Ciley = (y;,y,) € C olmak lizere x ile y
arasindaki uzaklik

d(x,y) = d((x1,%2), (V1,¥2)) = v (X1 — %2)% + (y1 — ¥2)?
seklinde olur.

Simdi R veya C yerine herhangi bir X kiimesini alalim. Burada X kiime-
sinin elemanlarinin mahiyeti bilinmeyen soyut kiime olsun. Mesela, X kiimesi-
nin elemanlan sayilar, fonksiyonlar, diziler v. s, olabilir. Ustelik bu kiimelerin
elemanlar1 R veya C de oldugu gibi cebirsel bir yapiya sahip olmasin. X kiime-
sinde genellik s6z konusu olsun. Bu kiimeden alinan (x,,) dizisi kabul edelim ki
x noktasina yakinsasin. Buna gore x,, ile x arasindaki uzakligin ne oldugunun
bilinmesi gerekir. Simdi burada sorumuz su olsun “Herhangi bir X kiimesinde-
ki iki eleman arasindaki uzaklik kavraminin nasil olur.” iste bu ihtiyac gider-
mek icin metrik uzaylari tespit edilmistir.

Burada su tespitleri yapmakta fayda var. Reel veya kompleks sayilar te-
orisinde bir ¢ok netice R veya C'nin cebirsel 6zelliklerine baghdir. Mesela n.
dereceden polinomu kompleks sayilarin toplami ve ¢agrimi yardimiyla teskil
edildiginden burada yatan esas fikir cebirseldir. Bununla beraber analizde bir-
cok netice R veya C'nin cebirsel yapisina bagh degildir. Mesela limit ve siirekli-
lik kavramlar: topolojik kavramlardir. Ciinkii limit ve siireklilik R veya R?
"deki yapiya gore tarif edilir ve tariflerde esas olan husus R veya C’'de x ve y
aralarindaki uzakliktir. (x,,) bir reel dizisi x’e yakinsasin (x € R) olsun. Eger
V e > 0icin
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I ny(e) 3 Vn > ny(e) icin |x, — x| < e=x, — x

dir. Ayn1 sekilde A € R olmak lizere A’da tanimli reel degerli bir f fonksiyonu-
nu goz onune alalim. x, € A olsun. Eger V € > 0 i¢cin

Any(e) 3 Ix, — x| < 8§ =|f(x,) — f(X)]| < ¢
ise f fonksiyonuna A’da stireklidir denir.

Baslangicta bu iki tanimi1 hatirlatmamizin sebebi dikkatimiz bir noktaya
cekmektir. Dikkat edilirse burada her iki tanimda da uzaklik kavrami rol oy-
namistir. Dizinin yakinsakliginda x,, ile x arasindaki uzaklik s6z konusu olmus-
tur. Streklilikte ise x ile x, ve f(x,) ve f(x) arasindaki uzaklik isin i¢ine girmis-
tir. Iste matematigin bircok dalinda soyut olmayan kiimelerin yani sira soyut
olan bir kiimenin elemanlarina uygulanabilir bir uzaklik kavramina ihtiyag
duyulmus ve ihtiya¢c bu kavram ili¢ esas 6zellige dayandirilmis ve bu kavram
sayesinde ispatlar ¢cok daha kolay olmustur.

o

Maurice René Fréchet
02 Eylul 1878, Maligny, Fransa - 04 Haziran 1973, Paris, Fransa

1.1. Tanim: X # & bir kiime olsun. d: X x X -» R* U {0} fonksiyonu ta-
nimlansin. Her x,y,z € X i¢in

(M) d(x,y) =0<=x=y
(M2) d(x,y) = d(y,x)
(M3)d(x,y) < d(x,z) + d(zy)

aksiyomunu saglayan d fonksiyonuna X'de metrik (uzaklik fonksiyonu) ve
(X, d) giftine de metrik uzay denir. (X, d) ikilisini biz genellikle sadece X ile gos-
terecegiz. Buna gore X metrik uzay1 denildiginde (X, d) ikilisini kast ettigimiz
anlasilmaldir.
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Burada (M1) aksiyomu bir noktanin kendisine olan uzakliginin 0 oldu-
gunu ifade eder.

(M2) aksiyomu x'in y’ye olan uzaklig ile y'nin x’e olan uzakliginin ayni
oldugunu ifade eder. Bu aksiyoma “simetri 6zelligi” denir.

(M3) aksiyomu ise diizlemde bir dogru iizerinde bulunmayan farl ti¢
noktalar yardimla olusturulan ticgenin bir kenarinin uzunlugunun diger iki
kenarin uzunluklar toplamindan kii¢iik oldugunu gdosterir. Bu aksiyomuna
“licgen esitsizligi” de denilir. (M3) aksiyomuna liggen esitsizligi denilmesinin
sebebi geometriden kaynaklanmaktadir. Clinki “Diizlemde cizilen bir ticgende,
bir kenarin uzunlugu diger iki kenarin uzunlugundan kiigiiktiir” teoremi bunu

ifade etmektedir.
Z

dizy)
diz.y)

dix,z)
¥

Ayrica sunu da sdylemek gerekir ki, Metrik fonksiyonu hi¢cbir zaman
negatif degildir. Clinkii baz kitaplarda “Her x,y € X icin d(x,y) = 0” seklinde
dordiinci bir aksiyom tanimlamaktalar. Halbuki (M1), (M2) ve (M3) den bu
aksiyom elde edilmektedir. Gergekten, her x,y € X i¢cin

0=dxx) <d(xy) +d(y,x) =dXxy) +dxy) = 2d(xy)
elde edilir ki bu bize (M1), (M2) ve (M3) ozelliklerinden her x,y € X i¢in
d(x,y) = 0 oldugu ortaya ¢ikar. Buna gore (M1), (M2) ve (M3) aksiyomlarinin
olmasi bu dordiincii aksiyomun mutlak surette var olmasi1 demektir. O halde
bu dérdiincii aksiyoma gerek yoktur.

Ornek (Alisilmis Metrik):

d:R xR - R* U {0}
(xy) = dxy) =[x—yl

seklindeki R reel dogrusu iizerinde tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir.

Cozum: Herx,y,z € X
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M) dxy) =0<x—y|l=0=x=y

(M2)d(xy) = [x =yl = ly = x| = d(y,%)

(M3) Mutlak degerde ti¢gen esitsizliginden,

dixy) = x—yl=lx—z+z-y|<|x—z|+|z—-y| =d(x2z) + d(zy)

elde edilir. (M1), (M2) ve (M3) aksiyomlar1 saglandigindan d fonksiyonu R
tizerinde bir metriktir. (R, d) de bir metrik uzaydir.

Ornek (Diskret Metrigi): X bos olmayan herhangi bir kiime olsun.

d:X x X > R* U {0}
1, x+#
) = dey) ={y (27

seklinde tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde tanimlanan bir metriktir.
Cozum: Herx,y,z € X

(M1) d(x,y)=0< x=y oldugu tanimdan agiktir.

(M2)x #yised(x,y) =1 =d(y,x)
x =yised(x,y) =0 =d(y,x)
oldugundan d(x,y)=d(x,y) dir.

(M3)

x#zy#zisedxy)=1<1+1=d(xz) +d(zy)
x=y#zised(x,y) =0<1+1=d(x,z) +d(zy)
x#zy=zised(x,y)=1<1+0=d(x,z) +d(zy)
x=y=zised(x,y)=0<0+0=d(x,2z) +d(zy)

oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore (M1) (M2) ve (M3) aksi-
yomlar1 saglandigindan d fonksiyonu X tlizerinde bir metriktir. (X, d) de bir
metrik uzaydir.

1.2. Tanim: Reel sayilarin tiim sirali n-lilerin kiimesine n-boyutlu Euc-
lid (Oklid) uzay1 denir. R" ile gosterilir. Buna gore
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R™ = {(X1,Xp, ., Xp) : Vi=12,..,0,%; € R}
dir.

Ornek (R? de Euclid Diizlemi Metrigi-1): x = (x1,%;),y = (V1,V2) €
R? olmak iizere;

d: R x R? - R* U {0}
d(x,y) = d((x1,%X2), (Y1, ¥2)) = [x1 —y1l + [x2 — y2l

seklinde tanimlanan d fonksiyonu R? iizerinde tanimlanan bir metriktir.
Bu 6rnegin ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

Ornek (R? Euclid Diizlemi Metrigi-2): x = (x1,%;),y = (y1,y2) €
R? olmak iizere;

d:R? x R? > R* U {0}, (x,y) = d((x1,X2), (y1,¥2)) =V (x1 = y1)? + (x2 = ¥2)?
seklinde tanimlanan d fonksiyonu R? {izerinde tanimlanan bir metriktir.
Cozim: x = (X1,X3),y = (V1,V2),Z = (24,2,) € R? olmak iizere

(M1) d(x,y) =0

\/(X1 —y1)2+ (X, —y2)2=0
(x1 —y1)*+ (X —y2)?2=0

(x1 — Y1)2 = 0ve (x; — }’2)2 =0
X1—y1 =0vex, —y,=0

X1 =Yy1VEXy =Y

(x1,X2) = (Y1, ¥2)

X=y

(M2) d(x,y) = \/(X1 —y1)? + (%3 —y2)?
= \/(Yl —x1)2 + (y2 — x2)?
= d(y,x)

(M3) Minkowski esitsizliginde 6zel olarak p = q = 2 se¢ilmek lizere

) , 1/2
a)~( -1 |
i=1
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(ZZ‘JXI—Z +2, -y j
121 2
<[Z X, —z|+[z, —Y1|)Zj (Ucgen esitsizliginde)
i=1

1/2 1/2
S(Z]xi —zi|2) +£22:|zi —yi|2j (Minkowski esitsizliginden)
i=1 i=1

=d(x,z) +d(zy)
oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore (M1) (M2) ve (M3) aksi-
yomlari saglandigindan R? de tanimh d fonksiyonu bir metrik belirler.

Ornek (Rr de Euclid Diizlemi Metrigi):
X = (X1,X2,,Xn), ¥V = (Y1, V2 =+, ¥n) € R" olmak tizere;

d:R" X R" - R* U {0}

d(X' Y) = d((Xl, X2, Xn)i (YII Y2, YH)) = \ i(xi _Yi)z

seklinde tanimlanan d fonksiyonu R" tizerinde tanimlanan bir metriktir.

Bu 6rnegin ¢6ziimi okuyucuya birakilmistir.

1. 3. Tanim: Kompleks sayilarin tiim sirali n-lilerin kiimesine n-boyutlu
liniter uzayi denir. C" ile gosterilir. Buna gore,

" ={(xq,Xp, ", Xp): Vi=12,---,n,%x; € C}

dir.

Ornek (C" Uniter Uzay1 Metrigi):
X = (X1,X2,,Xp), ¥ = (V1,V2,***,¥n) € C" olmak lizere

d:C" x C" > R* U {0}

d(x,y) = d((x1,X2, ", %Xn), (Y1, Y20, Yn)) = W/Zn:(xi _Yi)z
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seklinde tanimlanan d fonksiyonu C" iizerinde tanimlanan bir metriktir. Bu
ornegin ¢6zimi okuyucuya birakilmistir.

1.4. Tanim: [a, b] araliginin tizerinde taniml t reel degiskenli ve siirekli
tliim reel degerli fonksiyonlardan olusan kiimeye siirekli fonksiyonlar uzayi
denir. C[a, b] ile gosterilir. Buna gore

C[a,b] = {f : f[a,b] — R, siirekli}
dir.

Ornek (Siirekli Fonksiyonlar Uzaymn Metrigi): Her t € [a,b],

X,y € C[a,b] icin

d: C[a,b] x C[a,b] » R* U {0}, d(x,y) =ma§|x(t)—y(t)|

ile verilen d fonksiyonu C[a, b] tizerinde bir metrik belirler.
Cozim: Hert € [a,b], x,y,z € C[a, b] icin

(M1) d(x,y):rr%a§§|x(t)—y(t)|:0 olsun. Bu takdirde maksimumun ta-
tela,

nimindan dolayr |x(t) —y(t)|] < 0 dir. Mutlak deger negatif olmayacagindan
icin |x(t) —y(t)| = 0 dir. Buise

x() —y(®) =0
x(t) = y(t)
X=y

oldugunu gosterir. Tersine olarak, x = y olsun.
d(x,y)=d(x,x)= n}agﬂx(t) — X(t)| =0
tela,

bulunur.
(M2) d(x,y)=max [x(t)-y(t)= max ly(t)—x(t)|=d(y,x)

(M3) Once mutlak degerde ti¢cgen esitsizliginden,

1x(0) —y(@®] = x(0) = 2(t) +2(t) — y(O] < [x(V) = z(O] + [2(t) — y(D]
yazilabilir. Bu iki ifadenin her iki yaninin maksimumu alinirsa ve maksimu-
mun 6zelliklerinden

X _Yi| < g%géqxi - Zi| + |Zi _YiD < {23§|Xi _Zi| + g%ggﬂzi _Yi|

max
tefa,b]
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oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore (M1) (M2) ve (M3) aksi-
yomlar1 saglandigindan d fonksiyonu biitiin aksiyomlar1 sagladigindan C[a, b]
lizerinde bir metriktir.

1.5. Tanim: Bir A kiimesi lizerinde taniml biitlin sinirh fonksiyonlarin
uzayina sinirl fonksiyonlar uzayi denir. B(A) ile gosterilir. O halde bu uzay,

B(A) ={x|x:A- R x(t) ER, sup |X(t)|<oo}

bicimindedir.

Ornek (Simirhi Fonksiyon Uzayr Metrigi): Her t € A, x = x(t),y =
y(t) € B(A) igin

d: B(A) X B(A) » R* U {0}, d(x,y)=sup |X(t)—y(t)|
teA
seklindeki d fonksiyonu B(A) tlizerinde bir metriktir.

Coziim: Hert € A, x = x(1),y = y(t),z = z(t) € B(A) i¢in

(M1) d(x,y):sup|x(t)—y(t)| olsun. Bu takdirde supremumun tanimin-
teA

dan dolay1 |x(t) —y(t)| < 0 dir. Mutlak deger negatif olmayacagindan igin
|x(t) —y(t)| = 0 dir. Buise

x(t) —y(t) = 0
x() = y(0)
x=y

oldugunu verir. Tersine olarak, x = y olsun.
d(x,y)=d(x,x)=sup|x(t)—x(t)| =0
teA

bulunur.

(M2)
d(x,y)=sup [x(t)—y(t) =sup - (y(t)—x(1)) =sup y(t)—x(t)=d(y,x)

(M3) Once mutlak degerde ticgen esitsizliginden,

1x(D) —y(®] = |x(t) —z(t) +2(t) —y(O)] < [x(t) — z(O] + [2() — y(D)]
yazilabilir. Bu iki ifadenin her iki yaninin sup’u alinirsa ve supremumun 6zel-
liklerinden
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stug)|x(t) - y(t)| < stug)qx(t) - Z(t)| + |Z(t) - y(t)D < Stu1P|X(t) - Z(t)| + stuf|z(t) - y(t)|

oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore (M1) (M2) ve (M3) aksi-
yomlar1 saglandigindan d fonksiyonu biitlin aksiyomlari sagladigindan sinirh
fonksiyonlar iizerinde bir metriktir.

1.6. Tanim: Kompleks terimli tiim dizilerin kiimesine dizi uzay1 denir. s
ile gosterilir. Buna gore;

s={x=(xj):VieEN,x; € C}
dir.

Ornek (Dizi Uzay1 Metrigi): Her x = (x;),y = (y;) € s olmak iizere

. + _ ~ |Xi_Yi|
d:sxs—>R U{O},d(x,y)—2‘211+|X "
i=1 i~ Ji

seklinde tanimlanan d fonksiyonu s lizerinde bir metriktir.

Cozim: Her x = (x;),y = (Vi),z = (z;) € si¢in

% -y . o
M1) d(x,y)= =0 ise heriicin,
(M1) d(x,y) Z§W+|—y ¢
|Xi—yil —0

2'[1+]x5—yil]

Ixi —yil =0

Xi—VyVi= 0

Xj =VYi

bulunur. Buna gore x = y dir. Tersine,x =y ise

d(x,y)=d(x,x)= Z x| >

112h+h—xul 2h+MJ
elde edilir.

o |Xi —Yi| N |Yi _Xi|
M2) d(x,y)= — T4 i
(M2) d(x,y) ;2‘[1+|xi—yi“ ;2‘l1+|yi—XiIJ o
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(M3) Bu o6zelligi gosterebilmek icin 6nce t > 0 olmak lizere f: R - R,

f(t) = 1L+t fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada f'® = (1it)2 > 0 oldu-
gundan f fonksiyonu artandir. Buna gore her a,b € R icin
|a+b| < |a] + [b]
oldugundan
f(la + bl) < f(lal + |b]) (1)
yazabiliriz. f fonksiyonun tanimindan
la+b] < lal+lbl —  |a bl |al bl

< = + < + (2)
1+|a+b| = 1+|al+|b| 1+]al+|b]  1+]al+|b] T 1+]a]  1+]b]
bulunur. Ayrica “Yakinsak serilerin toplamlar1 ayr1 ayri yazilabilir” teoremini
hatirlayalim. Bu teoremden ve (2) esitsizliginden,

_ Vi
d(X'Y)_iZ:Z‘|1+|X —y |
i X, —Z +Z Y,
S

2[1+|x —Z,+Z, y|J
& fxi-z 2y
<121: 2! |_1+|X —Z |J 2! [1+|z -y, |J
5 [x 2| 5 2 -y
2'|1+|X —Z | 2'|1+|Z y |
= d(x, z) +d(z,y)

oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Bu bize (M3) 6zelliginin saglandigini
gosterir. O halde d, s lizerinde metriktir.

1.7. Tanim: Reel veya kompleks terimli biitiin yakinsak dizilerin kiime-
sine yakinsak diziler uzayi denir. c ile gosterilir. Buna gore
c={x=(xj):Vi€EN,x; € cx; < 00}
dir.

Ornek (Yakinsak Dizi Uzay1 Metrigi): Her x = (x;),y = (y;) € c olmak
uzere

. + _ ~ |Xi _Y1|
d:cxc—- R"U{0}, d(X’Y)_2211+|X y|
i=1 i~ Ji

xy) » d(xy) = |x; —yil
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seklinde tanimlanan d fonksiyonu c tizerinde bir metriktir.

Bu 6rnegin ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

David Hilbert
(23 Ocak 1862 Konigsberg, Almanya-14 Subat 1943 Gottingen, Almanya)

1.8. Tanim: x = (X,,) Kompleks terimli bir dizi olmak tizere p > 1 icin

Z:|Xn|p <o olacak sekilde x = (x,,) dizilerin uzayina £, uzay denir.

n=1

P<w,VneN,x, €Cp=1}

XI'l

y={x=(xp): Y

dir. Ozel olarak ¢, uzayina Hilbert uzay1 ad1 verilir.
Ornek (£p Uzay1 Metrigi): Her x = (x;),y = (y;) € ¢,olmak lizere

w 1/p
d: £, X £, - R* U {0}, d(x.y)=(ZIXi —yilp]
n=1

seklinde tanimlanan d fonksiyonu ¢}, lizerinde bir metriktir.

Cozim: Her x = (x),y = (yi),z = (z;) € ¥}, i¢in,

© p
(M1) d(x,y)= (Z|Xi —yi|pj =0 olsun. Bu takdirde her i i¢in
n=1

|x; —yil =0
Xi—yi=0
Xi =Yij
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X=y
oldugunu verir. Tersine olarak, x = y olsun.

w 1p
d(x,y)=d(x,x)= (Z|Xi —xi|pj =0

bulunur.

o p o 1/p
042) a0 ) v | o Sl | =

(M3) Her n i¢in Z:|xn|p <o oldugundan Minkowski esitsizligi geregi,

n=1

w 1/p
d(x,y) {lei —yil"J
n=1

w 1/p
[Sh-z+2, _ylpJ

n=1

1/p

(Slo-afs s |

o 1/p o 1/p
(ke | o S|

n=1 n=1

=d(x,z) +d(zy)
oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore d fonksiyonu biitiin aksi-
yomlari saglandigindan ¢, izerinde bir metriktir.

1.9. Tanim: Kompleks terimli biitiin sinirh dizilerin kiimesine sinirh
dizler uzayi denir. 4, ile gosterilir. Buna gore,

o ={x=(x)): VIENX €C, sup|xi|<oo}

veya
Yo ={x=(x): VieEN,|x] < MM > 0}
dir.

Ornek (Smurh Diziler Uzayr Metrigi): Her x = (x;),y = (y;) € £o 0l-
mak lizere

d: 4o X £ » RT U {0}
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(x,y)—>d(x,y)=suplx, -y

ile verilen d fonksiyonu ¢, lizerinde bir metriktir.
Coziim: Herx = (X;),y = (i), z = (%) € £ i¢in

(M1) d(x,y)=sup |Xi —yi|:0 olsun. Bu takdirde supremumun tanimin-

dan dolay1 |x; —y;| <0 dir. Mutlak deger negatif olmayacagindan icin
|x; — yi| = 0 dir. Buise

Xi—yi =0
Xi = Vi
X=y

oldugunu verir. Tersine olarak, x = y olsun.
d(x,y)=d(x,x)=sup |xi — Xi| =0

bulunur.
(M2) d(x,y)=sup|x, —y;|=sup|-(y, —x,)|=sup|y, —x,|=d(y,x)

(M3) Once mutlak degerde ti¢cgen esitsizliginden,
Ixi —yil = Ixi — 2z + z; —yil <% —z| + 1z —yil

yazilabilir. Bu iki ifadenin her iki yaninin sup’u alimirsa ve her i i¢in sup|x,| <
i

oldugundan
Sl_lp |Xi _Yi| < Sup(|Xi _Zi| +|Zi _YiD < Sup |Xi _Zi| + Sl_lp |Zi _Yi|
1 1 1 1

bulunur. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore (M1) (M2) ve (M3) aksiyom-
lar1 saglandigindan d fonksiyonu biitiin aksiyomlar: sagladigindan ¢, iizerin-
de bir metriktir.

1.10. Tanmmm: (X,,d,), (X,,d;), -, (X, d,) metrik uzaylarinin bir sonlu

ailesi olsun. Eger X =1_[Xi ise bu kiimelerin dik carpimini gésterir.
i=1
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Ornek: (X;,d,), (X;,dy), -, (X,,d,) metrik uzaylarinin bir sonlu ailesi
ve X=1_[Xi de bu kimelerin dik carpimi olsun. x = (X{,X5, ", Xp),

i=1

y = (Y1, V2, Yn) € X olmak lizere

d: X X X d R-I- U {O}P d(X)y)SI;n_aX{di(Xi’yi)}

ile verilen d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir.

C('jziim: Her x = (leXZf ;Xn);y = (Y1' Y2, 'le)' Z= (erZZ' Y Zn) eX
icin

(M1) d(x,y) =0 olsun. Her 1 <i<n i¢in dj(x;y;) =0 oldugundan
X; = y; olacagindan x =y elde edilir. Tersine olarak, x =y ise 1 <i < n igin
X; = y; olup d;(x;,y;) = 0 dir. Bu takdirde rln_ax{di(xi,yi)}zo olur ki bu bize

d(x,y) = 0 oldugunu gosterir.

(M2) Her 1 <i < n i¢in d;(x;,y;) = dj(y;,X;) oldugunu biliyoruz. Buna
gore d(x,y) = d(y, x) elde edilir.

(M3) j ve k birer dogal say1 d(x,z) = d;(x;,z) ve d(zy) = di(z, yi)
olarak secelim. Boylece her 1 < i < nig¢in
di(xi, zi) < dj(x5,7) ve di(z3,y1) < di(zi0 y10)
bulunur. Bunun sonucu olarak da
di (xi, y1) < di(xy,2) + di(z4,y3)
<d (X]-, z]-) + di (Zk, Vi)
olur. Her iki tarafta tarafta maksimuma gecilirse
max{d,(x,,y,)} < maxid,(x,,2 )+ d, (z,,y,)}
d(x,y) <max{d,(x,y,)}
<max{d,(x,2)+d,(z,y,)}
Smax{dj(xj,zj)}+ rlrglizg(dk(zk,yk)

1<i<n

<d(x,z) +d(zy)
oldugundan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) dir. Buna gore d fonksiyonu biitiin aksi-
yomlari saglandigindan X lizerinde bir metriktir.

ALT METRIK UZAY
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1.11. Tanim: (X, d) bir metrik uzay, Y’de X'in bir alt kiimesi ve Y'de d,
d, metrigi tanimlansin. Eger her x,y € Y icin d, (x,y) = d(x,y) oluyorsa, (Y,d;)

metrik uzayina (X, d) metrik uzayinin alt metrik uzayi denir.

Ornek: x = (X1,X;,*,%Xn), Y= (Y1, V2, ", Vn) € RY, d : R®°xR" - R ol-

mak lizere
d(x,y)= \ Z(Xi - Yi)z
i=1

bigiminde tanimlarsak, (R", d) bir metrik uzaydir. Bunu yukari da R" de Euc-
lid diizlemi metriginde gosterilmistir.

METRIK UZAY TOPOLOJiSi

1.13. Teorem: Metrik fonksiyonlar1 birer topolojidir. Yani; (X, d) bir
metrik uzay ve X'in ac¢ik kiimelerinin bir ailesi t olsun.

i) J,XeT

ii) T-daki herhangi adetteki kiimelerin birlesim yine t-dadir.

ii) t-daki sonlu adetteki a¢ik kiimelerin kesisimi yine t-dadir.

Ispat: i) Tanimdan dolay1 & € T ve X € T oldugu aciktir.

ii) U; € T olmak iizere U= JU, olsun.
i=1

x € Uise 3i € Rigin x € U;, dir. Uj; agik oldugundan B(x,r) c U;, ola-
cak sekilde r > 0 sayisi vardir. Buradan B(x,r) € U;; < U ise B(x,r) c U elde

ederiz ki bu ise U'nun ag¢ik oldugunu gosterir. Buna gore U= UUi et dir.
i=1

iii) U; € T olmak tlizere V=ﬁUi €1 olsun. er:ﬂUi etisel<i<n
i=1 i=1

iciny € U; dir.

U; ler agik oldugundan B(x,r;) € U olacak sekilde r; > 0, (1 <i<n)
dir. Buna gore;

i=liciny € Ujisedr; >0 3 B(x,r;) c Uy

i=2iciny € U,isedr, >0 3 B(x,ry) c U,
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i=niciny € U,ise3r, >0 3 B(x,r,) € U,
bulunur. Burada r = min{ry, ry, -+, r,} dersek

Bly.1)=( Bly.r)=( U, =V
i=1 i=1

B(y,r)cV
olacak sekilde r > 0 sayis1 vardir. V € T dir.

Ornek: d;(x,y) = min{1,d(x,y)} seklinde tanimlanan fonksiyonlarin
metrik oldugu okuyucuya birakilmistir. Bu iki metrik ayni topolojiyi olusturur.
Diger bir ifadeyle d ve d1 denk metriklerdir.

1.12. Tanim: (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger X tlizerinde t topoloji-
sini olusturan bir metrik bulunabiliyorsa, (X, t) topolojik uzayina metrize edi-
lebilir uzay denir.

Ornek:

1. Her X kiimesi i¢in (X, Tayrik) topolojisi metrize edilebilir. Clinki
(1, x=#y
metrigi ayrik topolojiyi olusturur ve bu fonksiyon her kiime i¢cin metriktir.

2. Eger X "En az 2 eleman igeren” bir kiime ise (X; Tasikar) topolojisi
metrize edilemez. Bunun ispatini okuyucuya birakiyoruz.

KUMELER ARASINDAKIi UZAKLIK

1.13. Tanim: Bir (X, d) metrik uzayin a ve b’de X kiimesinin bos olma-
yan iki altkiime olsunlar. X'ler A’y1 y’ler de B kiimesini taradiginda d(x, y) lerin
meydana getirdigi kiimenin en biiylik alt sinirina A kiimesinin B kiimesine
uzaklig1 denir ve D(A, B) ile gosterilir. Su halde

D(A,B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}
dir.

Ornek: A = {1,2,3},B = {4,5, 6} kiimeleri ve d(x,y) = |x — y| metrigine
gore A ve B kiimelerinin aralarindaki uzakligi bulunuz.
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Cozim: d(1,4) = 3,d(1,5) = 4,d(1,6) = 5,d(2,4) = 2,
d(2,5) = 3,d(2,6) = 3,d(3,4) = 1,d(3,5) = 2,d(3,6) = 3

D(A,B) =inf{d(a,b) : a € A,b € B} =inf{1,2,3,4,5} =1

1.14. Teorem: A ve B kiimeleri tizerinde tanimli D(A, B) uzaklik, xX’in
kuvvet kiimesi tizerinde bir metrik tanimlamaz.

Ispat: x'in kuvvet kiimesi P(x) = {A,B : A, B c X} olmak lizere A ve B'de

X=R,d(xy) =Ix—yl|,A=1{1,2},B=1{1,9,10} secelim. Bu takdirde
d(1,1) =0,d(1,9) =8,d(1,10) =9,d(2,1) =1,d(2,9) = 7,d(2,10) = 8

olur. Burada inf{d(x,y) : x € A,y € B} oldugundan

inf{d(1,1),d(1,9),d(1,10),d(2,1),d(2,9),d(2,10)}

=inf{0,8,9,1,7}

=0
bulunur. D(A, B) = 0 olmasina ragmen A # B oldugundan (M2) aksiyomu sag-
lanmadigindan D bir metrik olamaz.

Ornek: A N B # Jise D(A, B) = 0 dir. Gosteriniz.

Coztim: Kabul edelim ki A N B = {a} olsun. Bu takdirde d(a, a) = 0 olur.
a keyfi bir eleman oldugundan

D(A,B) = inf{d(a,b):a€Ab€eB}=0
bulunur.

Ornek: R kiimesinde mutlak deger metrigine gére Q nun I = R\Q ya
uzaklig sifiridir.

1.14. Tanim: Bir x noktasindan, (X,d) nin bos olmayan bir B c X kii-
mesine olan uzakligi
D(x,B) = inf{d(x,b) : b € B}
bicimindedir.

Ornek: Herhangi x,y € X icin
ID(x,B) —D(y,B)| = d(xy)
olur.
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Coziim: D(x, B) = inf{d(x,b) : b € B} oldugundan
D(x,B) < d(x,b)
yazilabilir. d, x lizerinde bir metrik oldugundan her x,y € X i¢cin (M4) aksiyo-
mundan
d(x,b) < d(x,y) + d(y,b)
yazilabilir. Her x € X i¢in her iki tarafin infumumunu alirsak,
inf{d(x,b) :b € B} < inf{d(x,y) + d(y,b):b € B}
inf{d(x,b) :b € B} < d(x,y) + inf{d(y,b):b € B}
D(x,B) < d(x,y) + D(y,B)
D(x,B) = D(y,B) < d(x,y) (1)
bulunur. Benzer sekilde her b € B,y € Xi¢in
D(y,B) = inf{d(y,b) : b € B}
oldugundan d, X tizerinde bir metrik ve (M4) aksiyomundan
d(y,b) < d(y,x) + d(x,b)
yazilabilir. y € Xicin her iki tarafin infumumunu alinirsa
inf{d(y,b) :b € B} < inf{d(y,x) + d(x,b) : b € B}
inf{d(y,b) :b € B} < d(y,x) + inf{d(x,b) : b € B}
D(y,B) < d(y,x) + D(x,B)
bulunur. (1) ve (2) esitsizliklerinden
—d(y,x) < D(x,B) = D(y,B)) = d(x,y)
ID(x,B) —D(y,B)| = d(x,y)
elde edilir.

BiR METRIGIN CAPI

1.15. Tanim: (X, d) metrik uzay ve & # A c X olsun.
8(A) = sup{d(x,y):x,y € A}
olarak tarif edilen §(A) sayisina A'nin ¢capi denir. Eger 6(A) < oo ise A’ya siirli
kiime adi verilir. Bu su demektir: x, y noktalar1 A kiimesini taradiginda d(x,y) ler
R* nin bir alt kiimesini olustururlar. Bu alt kiimenin en biiyiik tist sinirina ¢api
verir.

Her x,y € A i¢in d(x,y) < K olacak sekilde K > 0 sayis1 vardir. Yani (x,),
X’de bir dizi ise bu dizinin terimlerinin kiimesi X'in sinirh bir alt kiimesi ise (x,)
dizisine sinirlidir. Demek ki (x,) sinirli ise her X,y € R i¢in d(x,, X,) < K olacak
sekilde K > 0 sayis1 var demektir.

Ornek: A = {1,2,3},B = {4,5, 6} kiimeleri ve d(x,y) = |x — y| metrigine
gore A ve B kiimelerinin
a) A ve B Capini
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b) A U B nin ¢apini
¢) A N B nin ¢apini
bulunuz.

Cozim:a)A =1{1,2,3},B={4,5,6}
8(A) = sup{d(x,y):x,y € A} =sup{0,1,2} =2
8(B) = sup{d(x,y):x,y € B} = sup{0,1,2} = 2

b)AUB ={1,2,3,4,5,6)
S8(AUB) =sup{d(x,y):x,y € AUB} =sup{0,1,2,3,4,5} =5

JANB=y
8(ANB) =sup{d(x,y):x,y € AN B} =sup{0} =0

Ornek: Eger A c X sonlu bir alt kiimesi ise A sinirh ve §(A)= max d(x,y)
X,y

olur.

Ornek: Her metrik uzay sinirli yapilabilir. Gergekten (X, d) bir metrik uzay
her x,y € X icin
_ _dxy)
di(xy) = 1+d(xy)
seklinde tanimlansin. Bu takdirde her x,y € X icin d;(X,y) <1 oldugundan
(X, dy) sinirhdir.

1.15. Teorem: (X, d) metrik uzay & # A,B € X ve 8(A)=supd(x,y) ol-

X,yeA
sun.
A c Bise 6(A) < 8(B)
dir.

Ispat1 okuyucuya birakilmigtir.

1.16. Teorem: 6(A) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart A'nin tek noktadan
olusmasidir.

ispat: =: §(A) = 0 olsun. Bu takdirde supireminim tanimindan dolays;
S(A)=supd(x,y)=0

X, yeA
oldugundan her x,y € A i¢in d(x,y) < 0 yazilabilir. (X, d) metrik uzay oldugundan
d(x,y) < 0 olamayacagindan d(x,y) =0 dir. d bir metrik oldugundan her
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kiimesi oldugunu gosterir.

<: A ={x} olacak sekilde A tek nokta kiimesi olsun. Bu takdirde
d(x,y) = 0 oldugundan sup{d(x,y) = 0 : X,y € A} olur. Buise 6(A) = 0 dir.

1.1. Sonug: Bir metrik uzayda bulunan A ve B gibi iki sinirli kiimenin, bir-

lesimi de sinirlidir.

seklinde tanimlanan fonksiyonlarin metrik olduklarini gosteriniz.

olur.

dir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. (X, d) bir metrik uzay olsun. k, pozitif bir reel bir say1 olmak tizere,

(@) di(xy) =k-d(xy)

() oY) = e gy

Cozim: a) k, pozitif bir reel bir say1 olmak lizere,

(M1) (X, d) bir metrik uzay oldugundan
di(xy) =0k -dxy) =0=x=y

(M2) d(x,y) = d(y, x) oldugundan
d;(xy) =k dxy) =k-d(y,x) = di(y,%)

(M3)d(x,y) < d(x,z) + d(zy) oldugundan
k-d(x,y) <k-d(x,z) + k-d(zy)
dy(x,y) < di(x,2) +di(zy)

olup (X, d;) bir metrik uzaydir.

olur.

b) k, pozitif bir reel bir say1 olmak tizere,

(M1) (X, d) bir metrik uzay oldugundan

d(x,
dZ(X,y)=0<:>k_|_gj—(}};)y)=0<:>d(x,y)=0<:>x=y

(M2) d(x,y) = d(y, x) oldugundan

_ _dxy) _ _dox)  _
() = GdGey) ~ krdiyn - 209



http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 21

dir.

(M3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) oldugundan esitsizligi dizi uzay1 metrigi
(1) esitsizligi geregi
dxy) _ _d&xy) 4 d(xy)
k+d(xy)  k+d(xy) k+dxy)

di(xy) <d(x%2) +d;(zy)
olur. Buna gore (X, d,) bir metrik uzaydir.

2. (M3) ozelliginden yararlanarak timevarimla
d(x,,%,) < > d(%;,X,.1)
i=1

oldugunu gosteriniz. (Bu esitsizlige genellestirilmis liggen esitsizligi denir.)
Coziim: Timevarim yontemi kullanalim. Her x4, x5, -+, x, € Xi¢in

i) n = 3icin d(xq,x3) < d(xq,X3) + d(x;,X3) olup (M3) aksiyomu geregi
onerme dogrudur.

ii) n = kicgin verilen 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
d(xq, X)) < d(xq,%2) + d(Xz,%X3) + -+ + d (X1, Xi) (3)
dir. k + 1 i¢in verilen 6nermenin dogru oldugunu gésterelim. Bunun i¢in (3)
onermesinin her iki tarafta toplayalim.
d(xq, X)) + d(Xpe, Xieg1) < d(Xq,%2) + d(Xz,%3) + -+ + d(Xp—1, X1) + d(Xie, Xper 1)
bulunur. (M3) geregi
d(xy, Xie1) < d(xXq, k) + d(X, Xk41)
olacagindan
d(xq, Xks1) < d(Xq,%X) + d(xz,X3) + -+ + d(Xy, Xpg1)
elde edilir ki, bu bize 6nermenin dogru oldugunu gosterir.

3. Asagida d : R X R - R* U {0} seklinde verilen fonksiyonlarin R da
birer metrik olup olmadiklarini belirleyiniz.

a)d; (x,y) = (x —y)*

b) d;(x,y) = VIx—yl

Cozim: (M3) aksiyomundax = 7,y = 3ve z = 4 alalim.
(x—y)?=(7-3)?%=16

x—2)?2?=(7-4%*=9

y-2?=3B-49=1
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oldugundan
16 £9+1
d(x,y) £ d(x,z) +d(z,y)
bulunur ki, bu bize R da bir metrik olmadigini gésterir.

b) d,nin metrik oldugu Minkowski esitsizligi kullanilarak gosterilebilir.
Okuyucuya birakilmistir.

4. (X, d) bir metrik uzay ve & # A, B c X olsun.
d(A,B) = inf{d(A,B):a € Aveb € B}
olarak tarif ediliyor. d'nin X'in kuvvet kiimesi P(x) lizerinde metrik olmadigini
gosteriniz.

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

5. Asagida x = (X1,X3), ¥y = (V1,¥2) € R? olmak iizere tanimlanan fonk-
siyonlarin R? iizerinde birer metrik oldugunu gésteriniz.

@ dxy) = nz)a)é{l)(l _)Y1|;(|X2 _)Y2|}
(0, (x1,x3) = (y1, ¥

)66 =y oy = (ye)

() d3(x,y) = [x1] + [x2| + |y1| + ly2|

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

6. Asagida x = (Xq,X3,X3), ¥ = (¥1,¥2,¥3) € R3 olmak iizere tanimlanan
fonksiyonlarin R3 iizerinde birer metrik olmadigini gosteriniz.

(@) d;(x,y) = \/|X1 —yil + Ix2 = y2l + Ix3 — ysl
(b) da(x,y) = Y (x1 = y1)? + (2 — y2)% + (x5 — y3)?

Bu sorunun ¢6ziimi okuyucuya birakilmistir.

7. Asagida x = (X4,X3,**,%X3), ¥ = (V1,V2,***,¥3) € R" olmak lizere ta-
nimlanan fonksiyonlarin R" {izerinde birer metrik olmadigini gésteriniz.

(a) d,(x,y) = max{x, -y}
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() 0= Jx, i)

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

8.Hert € [a,b], x,y € C[a, b] i¢cin
d: Cla,b] x C[a,b] » R* U{0}, d(xy) = [Jx(t)-y(t)jdt

a

ile tamimlaniyor, (C[a, b], d) bir metriktir. Gosteriniz.

Coziim: Bir f > 0 ise fabf >0vef<O0ise fabf < 0 oldugunu hatirlayalim.
Buna gore;

d(x,y) = 0 ise j [x(t) - y(t)|dt=0

ise hert € [a,b],x,y € C[a, b] icin

Ix() —y(®| =0
x() —y(®) =0
x(t) = y(t)
X=y
dir.
(M2) Her t € [a,b], x,y € C[a,b] i¢in
dxy) = [x(O)-y(t)dt
= [y -x(t))de
= [ly(0)—-x(0)jdt
=d(y,x)
olur.

(M3) Her t € [a,b], x,y € C[a,b] i¢in

d(x,y) = [Jx(t)-y(t)dt

= [[x(0)—z(t)+2(t) - y(t)dt
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< [ [x(t) —z(t)| +[z(t) - y(t)dt

D ey D ey

[x(t) —z(t)dt + [[z(6)—y(D)jdt

a

=d(x,z) +d(z,y)
elde edilir ki bu bize (C[a, b], d) bir metrik oldugunu gosterir.

9.72,,2, €C, z; =%, +1y; , Z, =X, +1iy;, olsun. d: Cx C > R* U {0}
olmak tizere,

(@) dy(z1,22) = |21 — ;]
|z1| + 1251, 2y # 2,

() dy(z1,2) = {1 2 T
(€) d3(z1,22) = |x1 — y1l + [x2 — y2l
(d) ds(z1,22) = max{|x; — x|, ly1 — y2l}
biciminde tanimlanan fonksiyonlarin bir metrik oldugunu gosteriniz.

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

10. (X;,d;),(X;,d;) birer metrik uzaylar ve X = X; XX, olsun.
X = (X1,X3), ¥ = (y1,¥2) € X olmak lizere,

(@) di(xy) = d(x1,y1) + d(x2,¥2)

(b) d2(x,y) = /d(x1,y1)? + d(x2,¥7)?

(c) d3(x,y) = max{d(xy,y1), d(x2,¥2)}
ile tanimlanan fonksiyonlar X tizerinde bir metriktir. Gosteriniz.

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

11. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere
(a) n € Z* olmak iizere d; (x,y) = (d(x,y))"
(b) 0 < r < 1olmakiizere d,(x,y) = (d(x,y))"
(C) d3 (X, Y) = min{lf d(X’ Y)}
seklinde tanimlanan fonksiyonlarin metrik olduklarini gosteriniz.

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

12. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere
|ld(x,y) — d(z,t)| < d(x,z) +d(y,t)
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oldugunu gosteriniz.

Coziim: Her x,y, z,t € Xicin d bir metrik oldugundan

d(x,y) <d(x,z) +d(z,t) + d(y,t)

d(x,y) —d(z,t) < d(x,z) + d(y,t) (1)
elde edilir. Benzer sekilde,

d(zt) <d(zx) +d(xy) +d(y,t)

d(z t) <d(x,2z) +d(x,y) + d(y,t)

—[d(x,2z) + d(y,t) < d(x,y) —d(z,t)

_[d(X, Z) + d(y’ t)] < d(X) Y) - d(Z, t) (2)
bulunur. (1) ve (2) esitsizliginden,

—[d(x,2) + d(y,t)] < d(x,y) —d(z,t) < d(x,z) + d(y,t)

l[dxy) —d(z ]| <d(x2) +d(y, D
olur.

13. (X, d) bir metrik uzay olmak tlizere

(@) [d(x 2) — d,2)| < d(x,y)

(b) d(x,y) — d(u,v)| < d(y,v)
oldugunu gosteriniz.

Cozim: a) Her x,y, z € X icin d bir metrik oldugundan

d(x,z) < d(x,y) +d(y,z)

d(x,z) < d(xy) +d(zy)

d(x,z) —d(zy) < d(xy) (1)
elde edilir. Benzer sekilde,

d(y,z) < d(y,x) + d(x,2)

d(y,z) < d(x,y) +d(x,2)

—d(x,y) < d(x,z) —d(y,z) (2)
bulunur. (1) ve (2) esitsizliginden,

—d(xy) <d(xz) —d(y,z) <dxy)

|ld(x,z) — d(y,z)| < d(xy)
olur.

b) Benzer sekilde yapilacagindan okuyucuya birakilmistir.
14. (X, d) bir metrik uzay olsun. d;(x,y) = k+ d(x,y) seklinde tanim-
lansin. d; in bir metrik olmasi i¢in k ne olmalidir?

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.
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15. (Hamming Uzaklig1) Sifir ve birlerden olusan tiim siral tgliilerin
ciimlesini X olsun. X tizerinde bir d metrigi,

d(x,y) = "x ve y'nin farkl bilesenlere sahip oldugu yerlerin sayis1”
ile tanimlansin. Bu d fonksiyonunun X lizerinde bir metrik oldugunu gosteri-
niz.

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

16. y; > 0 olmak iizere, ) ; yakinsak olsun. Her x = (%;),y = (y;) € s
icin
|Xi _Yi|
Hi|1+|xi _Yi||
seklinde tanimlanan d fonksiyonu s tizerinde bir metriktir. Gosteriniz.

d:s xs > Rt U {0}, d(x,y)=z
i=1

Bu sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.
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