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2. BOLUM
METRIK UZAYLARDA
KUMELERIN ANALIZI

Topoloji kavraminin olusmasina yol acan en 6nemli kavram olmasi
acisindan metrik kavrami ¢ok énem tasimaktadir. Bu sebepten burada metrik

kavraminin temel 6zelliklerini inceleyecegiz.

METRIiK UZALARDA YUVAR KAVRAMI

2.1. Tanim: (X, d) bir metrik uzay x, € X ve r > 0 bir reel sayis1 veril-
mis olsun. Bu takdirde

a) B(x,, 1) = {x: d(x,Xg) < r,x € X} kiimesine x, - merkezli r - yarigapl
acik yuvar denir.

b) B[xo,r] = {x : d(X,Xy) <1, x € X} kiimesine X, - merkezli r - yarigcaplh
kapali yuvar denir.

) S(xq, 1) = {x : d(x,Xy) = 1, x € X} kiimesine de x, - merkezli r - yari-
capli yuvar yiizeyi denir. Dikkat edilirse yuvar yiizeyi
S(xg, ) = B[Xq, 1] — B(x(,T)
oldugu gortlir.

Ornek: x,y € R olmak iizere d(x,y) = |x — y| metrigini goz éniine ala-
lim.

B(xo, 1) = {x:d(x,%9) <r,x € X}
={x:|x—x0| <1,x €X}
=Xg—1X+r)cR

acik kiimesi r yaricaph agik yuvar,

B[xq, 1] = {x:d(x,%Xy) <1,x € X}
={x:|x—%0| £1r,x€X}
=[xo—1I,Xo+r] € R

kapali kiimesi r yaricapl kapali yuvar,

S(xo, 1) = {x:d(x,X9) =T,%x € X}
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={x:|x—x| =1,x€X}
=(Xxg—1X+r)cR
noktalarin kiimesi r yarigaplh kapali yiizeyidir.

Burada;
S(XOi r) = B[XO) r] - B(XOi 1")
oldugu agiktir.

Ornek: d((x,,¥1), (x2,¥2)) =+ (%1 —X2)? + (y1 — ¥2)? metrigine gore
R? de B((0,0),r) acik yuvari;

d((xy), (a b)) = (xs —a)? + (y1 —b)2 <r

(x1 —a)*+ (y1 —b)* <r?
A (x—a)l+(y—b)2<r?

.......

0
. +
.........

A 4

bicimindedir.

Ornek: d((x4,¥1), (X2,¥2)) = |X; — X3| + |y; — y,| metrigine gore R? de
B((a, b), r) kapali yuvari;

d((x1,¥1), (b)) =I|x; —al +|y; = b| <r
|x;y —al+ |y —b|<r
Ix—al|+|y—b|<r

T T

bicimindedir.
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Ornek: d((x1,y1), (x2,¥2)) = max{|x; — x|, ly; — y.|} metrigine gore R?
de B((0,0), r) acik yuvary;

d((le Y1); (O' O)) = max{|x1 - al: IY1 - bl} <r

max{|x; —al,|ly; —b[} <r
A max{jx—al,ly—bl} <

IR S S ——

bicimindedir.

Ornek: R ve C de B(x,, 1) acik yuvarini belirleyiniz.
Cozim: x,y € C olmak lizere
a) d(x,y) = |x — y| metrigine gore

B(xg,1) ={x € C:d(xxp) <1}
={x€eC:|x—xq| <1}
={xeC:-1<x—% <1}
={x€EC:xy—1<x<x0+1}
= (xg—1,x¢9+ 1)

b) d(x,y) = +/x? + y? metrigine gore

B(xp,1) ={x € C:d(xx0) <1}
={x€eC:x*+x,2 <1}
kiimesi x, merkezli 1 yarigcapl agik kiiredir.

2.2. Tanim (Simir Noktasi): Bir A c (X,d) kiimesiyle, X'in (A'ya ait
olabilen ya da olmayan) bir x noktasini géz dniine alalim. Eger, x'in her komsu-
lugu, A'ya ait olmayan noktalarin yani sira, A'ya ait noktalar1 da igeriyorsa, x'e


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 4

A kiimesinin bir sinir noktasi adi verilir. A'nin tiim sinir noktalarinin olustur-
dugu kiime ise, A'nin sinir1 adini alir.

Ornek: R de (-1, 1] arahginin sinir noktalar: {~1} ve {1} dir.

2.1. Sonug: Eger A c X sinirh ise, xy € X herhangi bir nokta ve r'de ye-
terince biiyiik reel bir say1 olmak tizere A c B(x,, r) dir ve bunun tersi de dog-
rudur.

2.2. Tanim (Komsuluk): (X, d) bir metrik uzay A c X ve Xy € A olsun.
Eger B(xq,r) € A olacak sekilde bir pozitif r reel sayisi bulunabiliyorsa A kiime-
sine a noktasinin bir komsulugu denir. Buna gére x,'1n bir ¢ - civarini iceren
X’in herhangi bir alt kiimesine x,'1n komsulugudur (civaridir).

Tanimdan her B(x(,r) a¢ik yuvart x, noktasinin komsulugu olacaktir.
Hatta B[x,, r] kapali yuvari da x, noktasinin bir komsulugu olacaktir. X uzayinin
kendisi de icerdigi her noktanin komsulugu olacaktir. Bir noktanin iki komsulu-
gunun kesisimi ve hatta bir noktanin sonlu adetteki komsuluklarinin kesisimi
yine o noktanin komsulugu olacaktir. Bir noktanin iki komsulugunun birlesimi
ve hatta bir noktanin herhangi adetteki komsuluklarinin birlesimi yine o nokta-
nin komsulugu olacaktir.

2.2. Tanim: (X, d) bir metrik uzay ve x, € X olsun. A, x,'1n bir komsulu-
gu ise xy’a A’'nin i¢ noktasi denir. A'nin biitiin i¢ noktalarinin kiimesine A'nin igi
denir ve A® veya i¢ A seklinde gosterilir. Dolayisiyla A’ c A dir ve A° bir énceki
teoremin 2 ézelliginden dolay1 A’da iceren en biiyiik aciktir. Ozel olarak A acik
ise A = A dir.

Ornek:
[-1,5]° = (=1,5),(2,4]° = (2,4),8° =N = &, 7° = B, R = R
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jf(t)dt

Ornek: (d,C[a,b]) metrik uzayinda A={fe[a,b]: <1} kiimesi

1
acik bir kiimedir. Gercekten g€ A icin Ig(t)dt:k<1 oldugunda, eger
0

r = 1 — k olarak alinirsa, olur. B(g,r) € A olur. f € B(g,r) olsun.

< + <1-k+k=1

Jl.f(t)dt

[(f©)-g(D)dt

1
j g(t)dt
0
oldugundan f € A bulunur. O halde istenen elde edilir.

Kiimelerin acgik veya kapali oluslar1 tanimlanma durumuna gore degis-
mektedir. Bir uzaya gore acik olan kiime, baska uzaya gore a¢ik olmak zorunda
degildir. Ornegin, R? diizlemini ve (0, 1) acik araligini diisiinelim. (0, 1) arali-
gindaki merkezli € yarigapl yuvar bu araliga ait olmayan noktalar1 da kapsa-
maktadir. Bu nedenle (0, 1) aralig1 da agik degildir. Ancak (0, 1), R de agik bir
kiimedir.

Ornek: x € Ricin {x}° = @ dir. Giinkii {x} acik degildir.
2.2. Sonug: A° metrik uzayinda A’'nin en biiyiik alt kiimesidir.

ACIK KUME ve KAPALI KUME
2.3. Tanim: (X, d) bir metrik uzay A c X olsun.

a) Herhangi sayida acik yuvarlarin birlesmesinden olusan kiimeye a¢ik
kiime denir. Agik kiime sayisi herhangi sayidadir. Yani bir tane yuvardan da
olusabilir, sonlu sayida ac¢ik yuvardan da olusabilir, sonsuz sayida acik yuvar-
dan da olusabilir.

b) B c X olsun. Eger B' =X — B, X'de a¢ik ise B ye kapali kiime denir.

Herhangi sayida kapali yuvarlarin birlesmesinden olusan kiime bir kapali kii-
medir.

Bu tanimlardan X’in herhangi bir alt kiimesinin agik veya kapali olacagi
sonucu ¢ikartilmamalidir. Oyle kiimeler vardir ki ne acik ne de kapalidir. Or-
negin; R'de d(x,y) = |x — y| metrigine gore A = (a,b] € R kiimesi boyle bir
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kiimedir. A = (a, b] a¢ik degildir. Clinkii B(y,r) = {x : d(x,r) < r,x € X} olacak
sekilde r > 0 sayis1 yoktur. Ayni zamanda kapalida degildir. Clinki

A'=R—A = (—m,a] U (b, +x)
elde edilir ki bu kiime agik degildir. Ayrica B(y,r) = {x: d(x,r) <r1,x € X} ol-
dugundan agik kiime (kapal kiime) kavrami d metrigine baghdir. Bu sebeple
bir kiimenin a¢iklhigl veya kapalilig1 o uzay tlizerinde tarif edilen metrige gore
degisebilir.

Ornek: d, R de mutlak deger metrigi olmak iizere (R, d) metrik uzayini
disinelim. (0,1) a¢gik aralig1 agik bir kiimedir. Gergekten,

x€ (0,1)vee={|1—x| x|}
ise B(x,€) c (0,1) dir. Daha genel olarak a,b € R ve a < b olmak tizere (a,b)
acik aralimi acik bir kiimedir.

Ayrica R nin kendisi de agik bir kiimedir. ¢iinkii her x € R icin
B(x,€) c Rdir.

Ornek: x € X icin {x} kiimesi kapaldir. Gercekten, y € X\{x} ise x # y
tir. O halde d(x,y) > 0 olur. Eger r = d(x,y) olarak alirsak, B(y,r) c X\{x} dir.
z € B(y, r) ise d(y,r) > 0 dir. Buradan,

0 <d(xy) —d(y,z) < |d(x,y) =d(y,2)| < d(x,2)
olup x # z dir. O halde, z € X\{x} bulunur.

Ornek: (X, d) diskre bir metrik uzay ise X'in her altkiimesi X'de aciktir,
cinki Mc X ve x€ M ise g, 0 <& <1 sartin1 saglayacak sekilde secilirse
B(x,€) € M olur. Diskre metrigine gore {0}, R'de acgiktir. Fakat mutlak deger
metrisine gore {0}, R de acik degildir. Bu sebeple (X,d) bir metrik uzay ve M,
X'de aciksa M’ye d-acik demek daha yerinde bir ifade olur.

2.2. Sonug: (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde her B(x, r) a¢ik yu-
var1 bir acik kiime, her B[x, r] kapali yuvari bir kapali kiimedir.

2.1. Teorem: (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidakiler sag-
lanir:

i) Xve Jacik kiimelerdir.

ii) X'in sonlu sayida alt kiimesinin kesisimi yine acik bir kiimedir.
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iii) X'in herhangi sayida agik alt kiimelerinin birlesimi yine a¢ik bir
kiimedir.

ispat: i) Her x € X icin B(x, 1) c X yazlabileceginden X kiimesi aciktir.
Bos ()kiimenin a¢ik kiime oldugunu gostermek i¢in & in agik olmadigini var-
sayalim. Bu takdirde 6yle bir x € & vardir ki & kiimenin hi¢ elemani olmaya-
cag1 gercegine aykir1 bir durum ¢ikar ki bu ise celigkidir. O halde < kiime agik
kiimedir.

ii) U; € T olmak iizere V=(U, olsun. yeV=("U, ise 1 <i<n iin
i=1 i=1
y € U; dir. U; ler agik oldugundan B(x, ;) € U olacak sekilde r; > 0, (1 <i < n)
dir. Buna gore;
i=liciny e U;isedr; >0 3 B(x,r;) c Uy
i=2iciny € U,isedr, >0 3 B(x,ry) c U,

i=nigciny € U,ise3r, >0 3 B(x,r,) € U,
bulunur. Burada r = min{ry, ry, -+, r,} dersek

B(y,r)<(\Bly,r)=(|U,=V
i=1 i=1
B(y,r) cV
olacak sekilde r > 0 sayis1 vardir. Bu ise V:ﬂUi nin acik bir kiime olmasi

i=1
demektir.

iii) U; € T olmak tizere U :UUi olsun.
i=1

x € Uise 3i € Rigin x € U;, dir. Uj, agik oldugundan B(x,r) c U;, ola-
cak sekilde r > 0 sayis1 vardir. Buradan B(x,r) c U;, < U ise B(x,r) c U elde
ederiz ki bu ise U'nun a¢ik oldugunu gosterir. Buna gore U :UUi et agik k-

i=1
medir.

2.1. Not: 2.1. teoremden dolay1 her metrik uzay bir topolojik uzaydir.


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 8

2.2. Teorem: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde, X'in bir alt
kiimesinin ac¢ik olmasi icin gerek ve yeter sart her noktasinin komsulugu

olmasidir.

Ispat bir énceki teoremin ispatina benzer olarak yapilabileceginden
alistirma olarak okuyucuya birakilmistir.

2.3. Teorem: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidakiler
saglanir:

i) Xve @ kapali kiimelerdir.

ii) X'in herhangi sayida kapali alt kiimelerinin kesisimi yine kapali bir
kiimedir.

iii) X’in sonlu sayida kapali alt kiimesinin birlesimi yine kapali bir kiimedir.

ispat: i) Xt =@ ve @ acik oldugundan X kapalidir, @" = X ve X acik ol-
dugundan & kapalidur.

ii) X'in kapali alt kiimelerinin herhangi bir smifi {K;:i€ I} olsun.

t

(ﬂKij :U}(it loldugundan, K; lerin her biri kapali oldugundan tiimleyenleri

iel iel

acik olacagindan, her bir i € I icin K} kiimesi acik olacak ve dolayisiyla agiklarin

herhangi bir birlesimi olarak UKf 2kiimesi acik ve dolayisiyla timleyeni agik
iel

olan ﬂKi 3kiimesi kapal olacaktir.

iel

t
iii) U; € T olmak tizere U="]U, olsun. (UKJ =K} olup, K; lerin ka-

i=1 iel iel

pali olduklarindan, tiinmeyenleri agik olacak ve dolayisiyla agik iki kiimenin

t
arakesiti olan (U Kij kiimesi agik olacaktir. Tiimleyeni a¢ik oldugundan, ﬂKf
iel iel

kiimesi kapali olacaktir.

2.4. Teorem: Bir metrik uzaydaki sonlu her alt kiime kapalidir.


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 9

ispat: (X,d) metrik uzay ve A = {X;,X,***, X} € X olsun. A = X\(X\A)
oldugundan X\A nin agik oldugunu gosterebilirsek ispat tamamlanmis olur.
y € X\A olsun. Biz p; = d(y;,Xq),p2 = d(y1,X2),**, pn = d(y1,X,) diyelim.
Simdi p = min{p; : i = 1, 2,---,n} olsun. Burada dikkat edilirse, B(y,p) € X\A
dir. Gergekten, z € B(y,p) ise d(y,z) < p oldugundan i = 1,2,--,n i¢gin z # x;
olur. O halde z € X\A bulunur.

KUMELER ARASINDAKI UZAKLIK

2.4. Tanim: Bir (X, d) metrik uzayin a ve b’de X kiimesinin bos olmayan
iki altkiime olsunlar. X’ler A'y1 y’ler de B kiimesini taradiginda d(x, y) lerin
meydana getirdigi kiimenin en biiylik alt sinirina A kiimesinin B kiimesine
uzaklig1 denir ve D(A, B) ile gosterilir. Su halde

D(A,B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}
dir.

Ornek: A = {1,2,3},B = {4,5, 6} kiimeleri ve d(x,y) = |x — y| metrigine
gore A ve B kiimelerinin aralarindaki uzakligi bulunuz.

Coziim: d(1,4) = 3,d(1,5) = 4,d(1,6) = 5,d(2,4) = 2,
d(2,5) = 3,d(2,6) = 3,d(3,4) = 1,d(3,5) = 2,d(3,6) = 3

D(A,B) =inf{d(a,b) :a€ A,b € B} =inf{1,2,3,4,5} =1

2.5. Teorem: A ve B kiimeleri lizerinde tanimh D(A, B) uzaklik, X’in
kuvvet kiimesi tizerinde bir metrik tanimlamaz.

Ispat: x'in kuvvet kiimesi P(x) = {A,B : A, B c X} olmak iizere A ve B’'de

X=R,dxy) =|x—yl|,A={12},B={19 10} secelim. Bu takdirde
d(1,1) =0,d(1,9) =8,d(1,10) =9,d(2,1) = 1,d(2,9) = 7,d(2,10) = 8

olur. Burada inf{d(x,y) : x € A,y € B} oldugundan

inf{d(1,1),d(1,9),d(1,10),d(2,1),d(2,9),d(2,10)}

=inf{0, 8,9, 1, 7}

=0
bulunur. D(A, B) = 0 olmasina ragmen A # B oldugundan (M2) aksiyomu sag-
lanmadigindan D bir metrik olamaz.

Ornek: A N B # Jise D(A, B) = 0 dir. Gosteriniz.
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Coziim: Kabul edelim ki A N B = {a} olsun. Bu takdirde d(a,a) = 0 olur.
a keyfi bir eleman oldugundan

D(A,B) = inf{d(a,b):a€Ab€eB}=0
bulunur.

Ornek:
A={xy):x*+(—-1?=1}veB={(xy): (x—1)?+y% =1}
ise D(A,B) = 0 dir.

Ornek: R kiimesinde mutlak deger metrigine gore Q nun I = R\Q ya
uzaklig sifiridir.

2.5. Tanim: Bir x noktasindan, (X, d) nin bos olmayan bir B c X kiime-
sine olan uzakhgi
D(x,B) = inf{d(x,b) : b € B}
bicimindedir.

Ornek: Herhangi x,y € X icin
ID(x,B) = D(y, B)| < d(x,y)
olur.

Cozim: D(x, B) = inf{d(x,b) : b € B} oldugundan
D(x,B) < d(x,b)
yazilabilir. d, x lizerinde bir metrik oldugundan her x,y € X i¢cin (M4) aksiyo-
mundan
d(x,b) < d(x,y) +d(y,b)
yazilabilir. Her x € X i¢in her iki tarafin infumumunu alirsak,
inf{d(x,b) :b € B} < inf{d(x,y) + d(y,b):b € B}
inf{d(x,b) :b € B} < d(x,y) + inf{d(y,b):b € B}
D(x,B) < d(x,y) + D(y,B)
D(x,B) —D(y,B) < d(x,y) (1)
bulunur. Benzer sekilde her b € B,y € Xi¢in
D(y,B) = inf{d(y,b) : b € B}
oldugundan d, X tizerinde bir metrik ve (M4) aksiyomundan
d(y,b) < d(y,x) + d(x,b)
yazilabilir. y € X icin her iki tarafin infumumunu alinirsa
inf{d(y,b) :b € B} < inf{d(y,x) + d(x,b) : b € B}
inf{d(y,b) :b € B} < d(y,x) + inf{d(x,b) : b € B}
D(y,B) < d(y,x) + D(x,B)
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—d(y,x) < D(x,B) — D(y, B) (2)
bulunur. (1) ve (2) esitsizliklerinden

—d(y,x) < D(x,B) — D(y,B)) <d(x,y)

|D(X, B) - D(Yi B)l < d(XP Y)
elde edilir.

BiR METRIGIN CAPI

2.6. Tanmmm: (X, d) metrik uzay ve @ # A c X olsun.
8(A) = sup{d(x,y):x,y € A}
olarak tarif edilen §(A) sayisina A'nin ¢api denir. Eger 6(A) < oo ise A’ya siirli
kiime adi verilir. Bu su demektir: x, y noktalar1 A kiimesini taradiginda d(x,y) ler
R* nin bir alt kiimesini olustururlar. Bu alt kiilmenin en biiyiik iist sinirina ¢api
verir.

Her X,y € A i¢cin d(x,y) < K olacak sekilde K > 0 sayis1 vardir. Yani (x,),
X'de bir dizi ise bu dizinin terimlerinin kiimesi X'in sinirh bir alt kiimesi ise (x,)
dizisine sinirhidir. Demek ki (x,) sinirli ise her x,y € R i¢in d(x,, Xy) < K olacak
sekilde K > 0 sayis1 var demektir.

Ornek: A = {1,2,3},B = {4,5, 6} kiimeleri ve d(x,y) = |x — y| metrigine
gore A ve B kiimelerinin

a) Ave B Capini

b) A U B nin ¢apini

¢) A N B nin ¢apini
bulunuz.

Cozim:a) A ={1,2,3},B={4,5,6}
8(A) = sup{d(x,y):x,y € A} =sup{0,1,2} =2
8(B) = sup{d(x,y):x,y € B} = sup{0,1,2} = 2

b)AUB ={1,2,3,4,5,6)
8(AUB) =sup{d(x,y):x,y € AUB} =sup{0,1,2,3,4,5} =5

cANnB=¢Yg
8(ANB) =sup{d(x,y):x,y € AN B} =sup{0} =0

Ornek: Eger A c X sonlu bir alt kiimesi ise A siirh ve §(A)= max d(x,y)
X,y

olur.
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Ornek: Her metrik uzay sinirli yapilabilir. Gergekten (X, d) bir metrik uzay
her x,y € X icin

_ _dxy)
4 xY) = TXdxy)

seklinde tanimlansin. Bu takdirde her x,y € X icin d;(x,y) < 1 oldugundan
(X,d;) smirhdir.

2.6. Teorem: (X, d) metrik uzay & # A,B c X ve 3(A)=supd(x,y) olsun.

X,yeA
A c Bise 6(A) < 6(B)
dir.

Ispat1 okuyucuya birakilmistir.

2.7. Teorem: 8§(A) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A'nin tek noktadan
olusmasidir.

Ispat: =: §(A) = 0 olsun. Bu takdirde supireminim tanimindan dolayz;
O0(A)=supd(x,y)=0

x,yeA
oldugundan her x,y € A i¢in d(x,y) < 0 yazilabilir. (X, d) metrik uzay oldugundan
d(x,y) < 0 olamayacagindan d(x,y) =0 dir. d bir metrik oldugundan her
X,y € Aigin d(x,y) = 0 ise x = y elde ederiz ki bu bize A = {x} yani A tek nokta
kiimesi oldugunu gosterir.

«<: A = {x} olacak sekilde A tek nokta kiimesi olsun. Bu takdirde
d(x,y) = 0 oldugundan sup{d(x,y) = 0 : X,y € A} olur. Buise 6(A) = 0 dir.

2.3. Sonug: Bir metrik uzayda bulunan A ve B gibi iki sinirli kiimenin, bir-
lesimi de sinirhdir.

METRIK UZAYDA YIGILMA NOKTASI ve KAPANIS

2.6.Tanim (Yigi1lma -Limit- Noktasi1): (X, d) metrik uzay ve A c X ol-
sun. x, € X icin B(xy, €) acik yuvari A’'nin x,’dan farkli en az bir elemanini ige-
riyorsa Xy’a A'nin y181lma (limit) noktasi denir. Yani, her € > 0 igin

B(xp, &) N{A — {x0}} # D
ise Xp’'a A’'nin yigilma noktasidir. A'nin yigilma noktalarinin kiimesini A* ile
gosterelim.
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2.7. Tamim (Kapanis): (X,d) metrik uzay ve A c X olsun. AUA* = A
kiimesine A'nin kapanigi denir. Su halde A'nin kapanisi (A), A'y1 igeren en Kii-

cuk kapali kiimedir. Yani
A =n{F S X:Fkapalive A € F}

dir.

Ornek: A = {x € R : |x| < 1} kiimesinin kapamisiA = {x € R : |x| < 1}
B = [0, 1] U {2} kiimesinin kapanisi B = [0, 1] U {2}

Ornek: R de a ve b, hem (a,b) nin hem de [a, b] nin bir limit noktasidir.
Goruldugu gibi bu limit noktas: kiimeye ait alabilecegi gibi olmayabilir de.

Ornek: A = {0} U (1,2) c R olsun. Bu taktirde 0, A'nin limit noktasi
degildir. Mesela B(0, 1), A'nin 0’dan baska noktasini icermez. A'nin R deki limit
noktalarinin kiimesi [1, 2] dir.

Ornek: R nin herhangi bir x noktas: Q nun bir limit noktasidir. Ciinkii
her € > 0 i¢in (x — €, x + €) da bir rasyonel say1 vardi. R deki limit noktalarinin
kiimesi R dir.

Ornek: (a,b),(a,b],[a,b) veya [a,b] nin R de kapanislar [a,b] dir.
{0} U (1, 2) nin R de deki kapamisi ise {0} U [1, 2] dir.

Ornek: Baz1 metrik uzaylarda acik bir yuvarin kapanisi kapal bir yu-
vardir. Mesela R® de B(x,,r) = B(X,, r) dir. Fakat hemen belirtelim ki bu husus
herhangi bir metrik uzay icin dogru delildir.

Ornek: A = {1, e } ise A'nin y1g1lma noktas1 0’dir. AUA* = A

W =
IS

N =

) )
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2.2. Not: Bir kiimenin y1g1lma noktalari ile bir dizinin limiti birbirinden
farkhdir.

2.8. Teorem: A’'nin kapali olmasi i¢in < A = A olmasidir.

Ispat: Ilk olarak, A kapali olsun. A tammindan A S A kapsamasi agiktir.
Ayrica A kapali A € A ve oldugundan A’'nin tanimindan A € A bulunur.

Tersine, A = A olsun. A kapali oldugundan da kapali olur.

2.9. Teorem (Kapanis Teoremi): A, bir (X,d) metrik uzayimnin bos ol-
mayan bir altkiimesi ve A bu kiimenin kapanisi olsun. x € A olmasi icin gerek
ve yeter sart, A'de, x, — x olacak sekilde bir (x,,) dizisinin var olmasidir.

Ispat: a) x € A olsun. x,, € A ise, bu tip bir dizi, (x,%,-+) dizisidir. x & A

ise, x, A'nin bir y1g1lma noktasidir. O halde, her bir n i¢in, B = (X, %) yuvarl, bir

1
Xy € A elemant igerir ve n — oo i¢in, — — 0 oldugundan, x,, — x olur.
n

Tersine olarak, (x,), A'de ve x,, = X ise, ya x € A olur ya da x'in her
komsulugu x, # x noktalar igerir. Dolayisiyla x, A'nin bir y181lma noktasidir.
Buna gore kapanisin tanimi geregi x € A yazilir.

2.10. Teorem (Kapali Kiime Teoremi): A, bir (X,d) metrik uzayinin
bos olmayan bir altkiimesi ve A bu kiimenin kapanisi olsun. A'nin kapali olma-
s1icin gerek ve yeter sart x,, € A ve x,, = X ise, X € A olmasidir. Yani A'nin tiim
y1gilma noktalarini kapsamasidir.

Ispat: =: A kapali olsun. A € A oldugunu gostermeliyiz. Tersini varsa-
yalim ve x € A noktasi icin x € A ama x & A olsun. X\A acik ve x € X\A dir. An-
cak (X\A)\{x} N A = & oldugundan x & A elde edilir. Bu ise varsayimimizla
celisir.

&: A C A olsun. Biz X\A nin agk oldugunu gésterirsek isimiz biter.
x € X\A olsun. x € A ve buradan x & A bulunur. O halde B(x,r)\{x}NA =
olacak sekilde 3 r > 0 vardir. Buradan B(x,r) € X\A olup x 6gesi X\A nin bir i¢
noktasidir.
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Ornek: X = {(x,y) ER%:0<x< 1,0 <y < 1} kiimesi kapal degildir,
ancak M = {(x,y) € R?:x? + y? < 1} kiimesi kapaldir.

Ornek: R? metrik uzayinda A = {(x, y):y = sin%,x > 0} kiimesi i¢in

A (0, %) noktasi bir yi1g1lma noktasidir.

2.11. Teorem: (X, d) metrik uzay olsun. F’'nin kapali olmasi i¢in gerek
ve yeter sart V x € X\F i¢in d(x, F) # 0 olmasidir.

Ispat: =: F kapali olsun. Bu durumda X\F acik olur. Bir x € X\F secelim.
Buradan B(x,r) € X\F olacak sekilde 3 r € R vardir. Su halde Fn B(x,r) =
dir. Eger d(x,F) = 0 olsaydi, 3z € F 3 d(x,z) = 0 dir. Burada z ¢ B(x,r) olup
0 = d(x,z) = r ¢eliskisi elde edilir.

<: x€X\F ve d(x,F) # 0 olsun. r =d(x,F) diyelim. Bu durumda
B(x,r) € X\F dir. Gergekten, z € B(x,r) ise d(x,z) <r olur. Burada
r—d(x,z) >0 dir. Eger z ¢ X\F ise z € F dir. O halde d(x,F) < d(x,z) dir.
d(x, F) > 0 oldugundan d(x, F) — d(x,z) < 0 geliskisi elde edilir.//

2.12. Teorem: (X, d) metrik uzay olsun. A = {x : d(x,A) = 0} dur.

ispat: =: d(x,A) = 0 olsun. O halde Vr € R icin AN B(x,r) # & olur.
Dolayisiyla x € A olur.

r

&: x € A olsun. Eger r = d(x, A) olarak alirsak AN B (X, >

halde x & A olup istenen elde edilir.

) = @ olur. O

Ornek: (X, d) ayrik metrik uzay olsun. Her bir x € X i¢in {x} kiimesinin
bu uzayda hem ac¢ik hem de kapali oldugunu gosteriniz.

Coztim: {x} in acik oldugunu gosterelim. y € {x} olsun. y = x dir. r <1

olmak iizere B(x,r) = {x} oldugunu yukaridan biliyoruz. O halde B(x,r) € {x}
oldugundan {x} kiimesi agiktir.

METIK UZAYLARDA YOGUN KUME ve AYRILABILIRLILIK
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2.8. Tanim (Yogun Kiime): (X,d) metrik uzay ve M c X olsun. Eger
M* = X ise M'ye X'de yogun bir kiime denir.

Buna gore, eger A, X'de yogun ise, ne kadar kuguk olursa olsun, X'deki
her yuvar, A'nin noktalar1 n'yi icerecektir; ya da diger bir deyimle, bu durum-
da, A'nin noktalarini icermeyen bir komsuluga sahip hig bir x € X noktasi yok-
tur.

Ornek: Q rasyonel sayilar kiimesi R alisilmis uzayinda yogundur. Ger-
cekten, bir x € R i¢in her € > 0 icin (x —&,x+ €) N Q # & oldugundan x € Q
olur. Buradan Q = R olur.

123

2’3’4’
— 123 - o

ne alalim. A = {1, 51317 } # R oldugundan A, (R, |-|) uzayinda yogun de-

Ornek: (R, |:|) metrik uzayinda A = { } alt kiimesini goz 6nii-

gildir.

Ornek: (X,d) ayrik metrik uzay ise X'in kendisinden baska yogun alt
kiimesi yoktur. Ger¢ekten; aksini varsayalim ve A = X olacak sekilde bir A ¢ X
alt kiimesi alalim. O halde, bir x € X icin x & A dir. Boylece x € A olup Vr > 0
icin B(x,r) N A # & dir. Ancak, 0 < r < 1 i¢in B(x,r) = {x} olup B(x,1) N A =
& dir.

2.9. Tanim (Ayrilabilir Uzay): (X,d) metrik uzay olsun. Eger bir X
kiimesi, X'de yogun sayilabilir bir altkiimeye sahipse bu kiimeye ayrilabilirdir
denir.

Ornek (Reel Eksen): R reel ekseni ayrilabilirdir.

Coztim: Tim rasyonel sayilarin kiimesi olan Q sayilabilir olup, R'de yo-
gundur.

Ornek (Kompleks Diizlem): C kompleks diizlemi ayrilabilirdir.

Coziim: C'nin sayilabilir yogun bir altkiimesi, reel ve sanal kisimlarinin
her ikisi de rasyonel olan tiim kompleks sayilardan olusan bir kiimedir.
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Ornek (Diskre Metrik Uzay): Bir X diskre metrik uzayinin ayrilabilir
olmasi i¢cin gerek ve yeter sart X 'in sayilabilir olmasidir.

Cozim: Soz konusu metrigin cinsi, X'in hicbir gercek altkiimesinin, X'de
yogun olmasina imkan vermez. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek (£, Uzay1): £, uzay1 ayrilabilir degildir.

Cozim: y = (y1,¥2,¥2, -+ ) dizisi 0 ve 1'lerden olusan bir dizi olsun. Bu-
na gore, y € ¥, dur. y dizisiyle, ikilik sisteme gore gosterimi,
Vi, Y2, ¥3
2 22 23
olan, reel bir y sayisini esleyelim. Simdj, [0, 1] araligindaki noktalardan olusan
kiimenin sayilamaz oldugunu, her bir § € [0, 1] sayisinin ikilik sisteme gore bir
gosterime sahip bulundugunu ve farkh § larin farkl gésterimlerle temsil edil-
diklerini soyleyebiliriz. O halde, 0 ve 1'lerden olusan sayillamaz ¢oklukta dizi
vardir. £, lizerinde tanimli metrik, bunlardan birbirine esit olmayan herhangi
ikisi arasindaki uzakligin 1 birim olmasinin gerektigini gosterir. Eger, bu dizi-
lerin her birini, kii¢iik birer yuvarin, 6rnegin, yaricap1 1/3 olan bir yuvarin
merkezi olarak diistintirsek, bu yuvarlar kesismeyeceklerdir ve bunlardan sa-
yillamayacak coklukta bulabiliriz. Eger, A, £, da yogun herhangi bir kiime ise,
bu kesismeyen yuvarlarin her biri A'nin bir elemanini icermek zorunda olur.
Ve dolayisiyla, A sayilabilir olamaz. A'nin keyfi bir yogun kiime olmasi nede-
niyle, bu durum, £, un sayilabilir yogun altkiimelere sahip olamayacagini gos-
terir. O halde, sonug olarak, ¢, ayrilabilir degildir.

+ ...

Ornek (£, Uzay1): 1 < p < o olmak lizere, £, uzay, ayrilabilirdir.

Cozum: A, n herhangi bir pozitif tam say1 ve y;'ler rasyonel olmak tizere,
y=(vY2 Y2 ¥n 0,0,)

seklindeki tiim y dizilerinden olusan bir kiime olsun. A sayilabilirdir. Simdji,

A'nin, £,'de yogun oldugunu gostermemiz gerekir. (x;) keyfi bir dizi olsun. Her

/% olacak sekilde (g'a bagh) bir n sayis1 vardir. (Sol

e > 0 sayisi i¢in, » x, <&’
j=n+1

taraftaki toplamin, yakinsak bir serinin kalan kismi olduguna dikkat ediniz.)

Rasyonel sayilar yogun oldugundan, her bir x; icin, buna yeterince yakin ras-

yonel y; sayisi vardir. O halde,
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n
_ P/2
Z‘Xj y]—‘ <&

j=n+1

olacak sekilde bir y € A dizisi bulabiliriz. Buna gore,
[dCuy)F =%~ |+
=1

yazabiliriz. Dolay 1siyla, d(x,y) < € elde eder ve A'nin, Y'de yogun oldugunu
gosterir.

_ P/2
‘Xj y]‘ <g€
1

j=n+

ALISTIRMALAR

1. (X,d) bir metrik uzay ve x ile y’de X'in birbirinden farkh iki elemani
olsun. Bu takdirde, UNV = olacak sekilde x’in bir U ve y'nin bir V

komsulugu vardir. Gosteriniz.

Yol Gosterme: a = d(x,y) olmak iizere ornegin, U= B(x,371a) ve
V = B(y, 371a) aliniz.

2. (X,d) bir metrik uzay ve k da pozitif sabit bir reel say1 olmak tizere
d;(x,y) = k- d(x,y) ile tamimlanan d; metrigini géz oniine alalim. X’in bir A alt
kiimesinin (X, d) de acik olmasi icin gerek ve yeter sart (X, d;) da acik olmasidir.

GoOsteriniz.

3. R* yi di((xuy1) (%2,¥2)) =V (X1 — %)% + (y1 — ¥2)? ve
d, ((x1,¥1), (X2,¥2)) = |X1 — X2| + |y1 — y2| metrikleri ile birlikte goz oniine
alalm. R? nin bir alt kiimesinin (R?,d,) de agik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (R?,d,) da agik olmasidir. Gésteriniz.

4. R* yi di((xpy1) (X2¥2)) = \/(Xl —X2)? + (V1 — ¥2)? ve
d, ((X1,¥1), (X2,¥2)) max{|x; — X,|, |y; — y2|} metrikleri ile birlikte goz 6niine
alalm. R? nin bir alt kiimesinin (R?,d,) de agik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (R?,d,) daagik olmasidir. Gésteriniz.
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5. R? yi di (X1, ¥1), (X2, ¥2)) = [%1 — X2| + |y1 — y2l ve
d, ((x1,¥1), (X2, ¥2)) max{|x; — X,|, |y1 — y2|} metrikleri ile birlikte g6z oniine
alalm. R? nin bir alt kiimesinin (R?,d,) de agik olmasi icin gerek ve yeter
sart (R?,d,) da acik olmasidir. Gosteriniz.

1
6.d(x,y) = {0' ii}}’/}olmak tizere (X, d) nin

)

a) Her alt kiimesinin agik
b) Her alt kiimesinin kapal
oldugunu gosteriniz.

7. Her m,n € Z i¢in k, 3 sayisi ile b6liinemeyen bir tamsay1 olmak iizere,
m —n = 3'-k olacak sekilde m ve n sayilarina bagh bir tek t= t(m,n)
tamsayisi var olduguna gore Z X Z den R ye her m,n € Z i¢in, d(m, m) = 0 ve
m # n i¢in d(m, n) = 37" seklinde tanimlanan d metrigini gz éniine alahm. (Z,
d) metrik uzayinda B(0,1), B(0,3) ve B(0, 1/3) acik yuvarlarini bulunuz.

8. X sonlu bir kiime ve (X, d) icin bir metrik olsun.
a) X'in her alt kiimesinin agik
b) X’in her alt kiimesinin kapal

oldugunu gosteriniz.

9. (X,d) bir metrik uzay ve z'de X'in herhangi bir elemani olsun. X\{z}
kiimesinin a¢ik oldugunu gosteriniz.

10. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde X'in bir alt kiimesinin a¢ik
olmasi i¢gin gerek ve yeter sart her noktasinin komsulugu olmasi oldugunu

gosteriniz.

11. (X,d) bir metrik uzay ve x € X olsun. X'in her sonlu alt kiimesinin

kapali oldugunu gosteriniz.
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12. (X, d) bir metrik uzay ve X'in herhangi bir alt kiimesi A olsun. Bu
takdirde, A'nin kapanis kiimesinin A’'nin biitiin yigilma (degme) noktalari
kiimesine esit oldugunu gosteriniz.

13. (X,d) bir metrik uzay ve X'in herhangi bir alt kiimesi A olsun. A
kiimesi kapali midir? Neden?

14. Her acik yuvar bir agik kiimedir ama bunun tersi dogru degildir.
Neden?

15. Sirekli fonksiyonlar uzayinda C[0,2n] yi g6z Ontine alalim ve
x(t) = sint ve y(t) = cost olmak lizere, y € B(x,r) olacak sekilde en kiiciik r
sayisini bulunuz.

Cozim: B(x,r) = {y € C[a, b]: max|x(t) — y(t)| <r,t € [a,b]}
oldugundan y € B(x,r) i¢in
MaXeeqo 2m [X(0) —y(O| <
dir. Maksimum kavraminin tanimindan her t € [0, 2m] i¢in |sinx —cosx| <r
olur. Cap tanimindan
r = sup{x,y € C[a,b]: d(x,y),t € [0,2m]}
= {max|sinx — cosx| <r,t € [0, 2m]}
=2
olur.

16. a) X ve & hem agik hem de kapali kiime oldugunu gosteriniz.
b) Diskre bir X metrik uzayinda her altkiimenin, hem ac¢ik, hem de kapa-
I1 kiime oldugunu gosteriniz.

17. Eger x,, bir A c (X, d) kiimesinin bir yi181lma noktasi ise, X,'1n her-
hangi bir komsulugunun, A'nin sonsuz ¢oklukta noktasini icerdigini gosteriniz.

18. Asagidaki altkiimelerin her birinin kapanisini belirleyiniz.

a) R lizerindeki tamsayilar
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b) R lizerindeki rasyonel sayilar
c) C'de reel ve sanal kisimlari rasyonel olan kompleks sayilar
d){z: |z| < 1} c Cdiski

19. Bir metrik uzayda, bir B(x(, r) acik yuvarinin kapanisi olan, B(x, r)
'nin, B[x,, r] kapali yuvardan farkl olabilecegini gosteriniz.

oldugunu gosteriniz.
Céziim: a) 2.7. tanimda A = A U A* oldugundan A c A olur.

b) A = AUA* oldugundan A = AUA* olup A c A olur. Tersine x € A
olsun. Bu takdirde x, A da bir y1gilma noktasidir. Yani, x'in her U komsulugun-
da x’den farkli en az bir elemani vardir. x'in her U ac181 A ya ait bir nokta icerir.
Dolayisiyla A’ya ait bir nokta igerir. Buna gére x € A olur. Su halde A c A dir.
Buna gore A = A dir.

c) A c Bve x € A olsun. Bu takdirde x, A'min y1gilma noktasidir. Dolayi-
siyla X'in her U komsulugunda A’'nin x’den farkli en az bir eleman vardir. Oyle
ki

(WN\{xHNA#D
olur. A c B oldugundan

D+ (U\{xpDNAc (U\{x})nB
elde ederiz ki, bu bize, X'in ayn1 zamanda B’nin bir yigilma noktasi oldugunu
gosterir. Buna gore x € B olur. Su halde A c B dir.

d) AcAUB ve Bc AUB oldugundan Ac AUB ve Bc AUB olup
AUB c AUBolur. Yine A c A ve B c Boldugundan A U B ¢ A U B yazilabilir.
Buna gore

AUBcAUBcAUB
olur. Su halde AUB = AU B dir.
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e) ANBc A ve ANB c B oldugundan ANBc A ve ANB c B olup
ANBc AnBolur.

21. Kapali bir M c (X,d) kiimesine ait olmayan bir x noktasi, daima M
kiimesinden sifirdan farkli bir uzaklikta bulunur.

Coziim: Bunu gdstermek icin, x € A olmasi icin gerek ve yeter sartin
D(x,A) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Burada, A, X'in bos-olmayan herhangi bir
alt kiimesidir.

X € A olsun. Bu takdirde
D(x,A) = inf{d(x,b) : b € A}
= inf{d(x,b) : x € A,b € A}
— inf{d(x,b) : x €A,b € A)
=0
olur. Tersine D(x, A) = 0 olsun. Bu takdirde
D(x,A) = inf{d(x,b) : b€ A} =0
olup x € A dir.Su halde A € AU A* = A olacagindan x € A dur.

22. Smurh fonksiyonlar uzayi (B[a,b] Uzay1) da a < b olmak iizere,
B[a, b] nin ayrilabilir olmadigini gésteriniz.

23. Bir X metrik uzayinin ayrilabilir olmasinin gerek ve yeter sartin,
X'in asagidaki 6zelige sahip sayilabilir bir Y altkiimesine sahip olmas1 oldugu-
nu gosteriniz:

Her € > 0 sayis1 ve her x € X i¢in, d(x,y) < € olacak sekilde bir y € Y
vardir.

Cozum: =: X ayrilabilir olsun. Bu takdirde sayilabilir yogun bir alt kii-
mesi vardir.

X € X,& > 0 olsun. Y c X de yogun oldugundan Y = X ve x € Y olur. Bu
yuzden x'in her B(x, &) komsulugu bir y € Y yi ihtiva eder. Bu ise d(x,y) < ¢

oldugunu gosterir.

<: Kabul edelim ki problemde verilen 6zelliklerle beraber X'in sayilabi-
lir alt kiimesi Y olsun.

Her ¢ > 0 i¢cin d(x,y) < € olsun. Bu takdirde her x € X i¢in
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B aO\xHNY = I
olacak sekilde y € B(x, €) vardir. Dolayisiyla x € X, Y kiimesinin y1gilma nokta-
sidir. x keyfi oldugundan X’in her noktasi Y'nin bir yi81lma noktasidir. O halde
Y = X dir. Buna goére Y, X"de yogundur. Y, sayilabilir ve X'de yogun oldugun-
dan X ayrilabilirdir.

26. Agik bir kiimenin, siirekli bir doniisiim altindaki, goériintiisiiniin agik
olmak zorunda bulunmadigini gosteriniz.

27. (X, d) metrik uzay olsun. D(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B} olmak
uzere;

i) D(a, D) =
ii) D(A, &) = d(J,A) = oo
iii) D() = —oo

dir.

28. (X, d) metrik uzay ve A, B € X olsun. Asagidakileri gosteriniz.

2) (A%)° = A°

b) A UB? € (AUB)°

c)A°nB°c (AnB)°

d)ASB=A° c B
olup olmadigini gésteriniz.

29. Bir metrik uzayda keyfi sayida acgik kiimelerin arakesitinin agik
olamayacagina dair bir 6érnek veriniz.

30.1) A ve B, R alisilmis uzayinda agik kiimeler ise
A-B={x-y:x€AyE€B}
acik olmasi gerekir mi?

ii) A,B € R? acik kiimeler ise A + B = {x € A,y € B} nin acgik oldugunu
gosteriniz.

iii) X = {(x,y) € R%:x -y > 1} kiimesinin R? de acik oldugunu gosteri-
niz.
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