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3. BOLUM
METRIK UZAYLARDA
DIZILER ve SUREKLILIK

METRIK UZAYLARDA YAKINSAKLIK ve CAUCHY DIZiSi
3.1. Tanim: (X, d) metrik uzay ve x € X olsun. Eger
Ve>0igin3I ng) 3V n > ng),dx,x) <e

ise (x,) dizisine x degerinde yakinsaktir denir. limx, =x veya x,, = x seklinde

n—oo

gosterilir.

Ornek: (x,) = (%) dizisi icin d(x,y) = |x — y| metrigini gz oniine ala-

lim.
X = [0, 1] alirsak her n i¢in (x,) € X

d(x,,0) = |%—o| < gise 0 €X

oldugundan (x,), X'de 0’a yakinsar. //

Dikkat edilirse burada yakinsaklik kavrami uzaya gore degisir.

Ornek: R? de (x,) = (1,%) dizisi ve (x,) = (X1,V1), (Vo) = (X3,¥2) ol-
sun.

dxy) = {Ix; — x|, ly1 = y21}
metrigine gore

d(xy, (1,0)) = d <(1%) ., 0))

- i - ol
= {0,%} - 0,(n > o)
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) = (1.3) - (1,0)

olur.
3.1. Teorem: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde X'de yakinsak
bir dizi, sinirlidir ve limiti tektir.
Ispat: X’de (x,), X'e yakinsak bir dizi olsun. Bu takdirde;
Ve>0icinInge dVn>nge),dx,x) <t
dir. Ozel olarak € = 1 alirsak n > ny() igin d(x,, x) < 1 elde edilir.
K = max{d(x4,x), d(x5,x), -+, d(xp, X)}
diyelim. Bu durumda her n icin d(x,, x) < 1 + K olur. (x,,) dizisi sinirhdir.

Simdi kabul edelim ki x; # x, olmak tlizere x, = x; ve X, = X, oldugu-
nu kabul edelim. Bu takdirde;

Xp = Xgise Ve > 0iginI nyy VN > ny ise d(xy, xq) < %

Xp = Xz ise Ve > 0icinI ny) 3V n > ny( ise d(xy,, X;) < %
olur. max{nl(g), nz(g)} = Ny(e) alalim. Her n > ny,, i¢in,

d(X’ Y) < d(Xn; Xl) + d(Xn,XZ) < % —|—; =g

bulunur. Herhangi iki say1 arasindaki metrik degerinin her pozitif sayidan kii-
¢lik olmasi bu iki sayinin esit olmasi ile miimkiin olacagindan x; = x, olur.

3.2. Teorem: (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde

Xp 2 Xvey, o yise d(Xn’Yn) - d(x, Y)
dir.

ispat:
Xp, = Xise Ve > 0icinIng) 3V n>nise d(xy,x) < %

Yn 2y iseVe> 0icinI nyy 3 VN > ny ised(y,,y) < %
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dir. max{nl(g), nz(g)} = Ng(e) alalim. Her n > ny () igin
|d(xp, yn) — d(x, Y)l <eg
oldugunu gosterecegiz. Uggen esitsizliginden
d(Xp, yn) < d(xp,x) +dxy) +d(y,yn)
d(xp, yn) —dxy) < d(xp, x) + d(y, yn) (1)

d(x,y) < d(x,xp) + d(Xp,yn) + d(yn, y)

—d(X, Xn) - d(y' YI’I) < d(an YI’I) - d(X' Y) (2)
(1) ve (2)’'den

—d(Xn,X) - d(Yn) Y) < d(an YI’I) - d(X' Y) < d(Xn'X) + d(y' Yn)

|d(xn, ) — A Y| < dn,X) +d(y,yn) <5+5=¢

d(XnJ Yn) - d(X: Y)
olur.

3.3. Teorem: (x,) ve (y,) bir (X, d) metrik uzayinda iki Cauchy dizisi
olsun a, = d(xp,y,) ise (a,) dizisinin yakinsak oldugunu goésteriniz?

ispat: a, = d(Xp,y,) seklinde tanimli oldugundan her seyden evvel
(ap), R'de bir dizidir. ¥ € > 0 i¢in 3 ngy 3 V n > ngc, la, — al < € oldugunu

gostermeliyiz.
d(xn, yn) < d(xp,%) + d(x,y) + d(y, yn)
d(Xn' Yn) - d(X, Y) = d(Xn'X) + d(y' Yn) (1)

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte m ve n’nin rolleri degistirilecek olursa
d(x,y) — d(xn,yn) < d(xn, %) + d(y,yn)

(1) ve (2) den
|[d(%n, ¥n) — d(x )| < d(xp, %) +d(y,yn) = 0, (n,m - )
la, —al = 0, (n = )

elde ederiz ki bu ise (a,) dizisinin R’de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

3.4. Teorem: Bir (X, d) metrik uzayinda bir (x,) dizisinin x € X yakin-
samasl icin gerek ve yeter sart x noktasini iceren bir acik kiimesinin x,, dizisi-
nin sonlu sayida terimi degil de tiim terimlerini icermesidir.

Ispat: =: Bir (x,) dizisinin x noktasina yakinsadigini ve U kiimesi de x
noktasini iceren ac¢i kiime oldugunu varsayalim. U kiimesi acik oldugundan
N(x,1r) c U olacak sekilde bir r > 0 sayisi vardir. (x,,) dizisinin x € X yakinsadi-
gindan, x, dizisinin sonlu sayida terimi degil de tiim terimleri N(x, r) nin ele-
manlaridir. Boylece, x,, dizisinin sonlu sayida terimi degil de tiim terimleri U
nun elemanlaridir.
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«: Verilen bir U agik kiimesi (x noktasini iceren) i¢in x,, dizisinin sonlu
saylda terimi degil de tiim terimleri U a¢ik kiimesinin elemanlar1 oldugunu
varsayalim. r herhangi bir pozitif say1 olsun. O zaman, N(x, r) kiimesi x nokta-
sinl1 iceren bir agik kiimedir.

Boylece, x,, dizisinin sonlu sayida terimi degilde tiim terimleri U agik
kiimesinin elemanlari

N(x, r) kiimesinin elemanlaridir. Bu nedenle x,, dizisi x noktasina yakin-
sar.

3.2. Tanim: (X, d) bir metrik uzay ve (x,) de X'de bir dizi olsun.
ni < ny,; olmak lizere (Xnk) dizisine (x,) dizisinin alt dizisi denir.

3.3. Tanim: (Cauchy Dizisi): (X,d) metrik uzay ve her n icin (x,) € X
bir dizi olsun. Eger;

Ve>0igcinI ngey 3V n,m > nge, dXp, Xpm) <€
ise (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

3.5. Teorem: Bir metrik uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
Fakat tersi her zaman dogru degildir.

ispat: (X, d) metrik uzay ve (x,) yakinsak bir dizi olsun. Bu takdirde
Ve>0icinI nge) 3 VN> nge),dxx,) < %

yazabiliriz. Su halde her n,m > ng) i¢in
d(xn Xm) < d(xp, %) + A Xy) <5 +5=¢

Bu ise (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmasidir.

Simdi de tersinin her zaman dogru olmadigini gésterelim. Bunun icin su
ornegi géz oniine alalim.

1
X = (0,11, dGxy) = Ix—yl, () = (5)
dizisini goz oniine alalim. Her n i¢in (x,) € X dir.
Ve>0iginInge) OV n,m> nyg
1 1 1 1
d(xp, Xm) = [xp — x| = |H_a| < H+a - 0, (m,n - )
olur. Ayrica;
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d(x,,x) =[x, — x| = |%—X| >0x=0
olmaldir. Fakat x = 0 ¢ X oldugundan (x,,) dizisi X'de yakinsak degildir.

3.6. Teorem: (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde bu uzayda her
Cauchy dizisi sinirhdir.

ispat: (x,), X'de bir Cauchy dizi olsun. Bu takdirde;
Ve>0icinI nge) 3 Vnm > nge), dXg, xp,) <€

dir. Burada 6zel olarak € = 1 alirsak n > ng ) icin d(x,, Xp,) < 1 elde edilir.
K= max{d(xl,xno), d(xz,xno), ...,d(xn,xno)}

diyelim. Bu durumda her n i¢in d(xn, xno) < 1+ K olur. Boylece her n, m i¢in
d(xXp, Xm) < d(xn,xno) + d(xno,xm) <2K+2=¢

elde ederiz. Su hale (x,) dizisi sinirlidir.

3.7. Teorem: Eger bir (X,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisinin alt
dizisi x degerine yakinsak ise bu takdirde dizinin kendisi de ayni x degerine
yakinsaktir.

ispat: (x,), (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde;
Ve>0icind nge 3V n,m > Ny, d(Xy, Xp) < %

dir. (Xnk),(xn)’in bir alt dizisi ise x,,, — x = x, — x oldugunu gostermeliyiz.
Xp, — X ise Ve > 0igin I nye) 3 Vg > Ny, d(xnk,x) < %

dir. max (ny(g), Na(e)) = Ng(e) alirsak V & > 0 igin In > ny(y) igin
d(x,,x) < d(x, xnk) + d(xnk,x) < §+ f_¢

2
elde edilir. Bu ise x,, = x oldugunu verir.

3.8. Teorem: (x,) ve (y,) bir (X,d) metrik uzayinda iki Cauchy dizisi
olsun a, = d(x,,y,) ise (a,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz?

Ispat: a, = d(x,,y,) seklinde tanimh oldugundan her seyden evvel
(an), R’de bir dizidir. I3ny) 3 Vn,m > ny), la, — ap| < € oldugunu goéster-
meliyiz.

d(Xp, yn) < d(Xp, Xm) + d&m, Ym) + d(Ym, Yn)

d(an YI'I) - d(Xm' Ym) S d(Xl'l’ Xm) + d(Yn' Ym) (1)
yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte m ve n’nin rolleri degistirilecek olursa
d(Xm' Ym) - d(Xn’ Yn) S d(Xl'l' Xm) + d(Yn' Ym) (2)

(1) ve (2) den
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|[d(Xn, ¥n) — dXm, Ym)| < d(Xp, Xm) + d(yn, ym) = 0, (m,n — o)
|an - aml -0, (n'm - Oo)
elde ederiz ki bu ise (a,) dizisinin R’de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

3.9. Teorem (Yakinsak Dizi): Bir metrik uzaydaki her yakinsak dizi,
bir Cauchy dizisidir. Bu teoremin tersi dogru degildir.

Ispat: x, — x ise, her ¢ > 0 sayis1 i¢in, n > No(e) 0ldukea,
d(xp, x) < %
olacak sekilde bir ny sayis1 vardir. Buna gore, licgen esitsizligi uyarinca,
m, n > N icin,
d(Xp, Xm) < dXp,x) +d(x,x,) < % + % =
elde ederiz. Bu ise, (x,,) dizisinin bir Cauchy oldugunu gosterir.

METRIK UZAYLARDA TAMLIK

3.4. Tanim: (X, d) metrik uzay olsun. Eger bu uzayda alinan her Cauchy
dizisi yakinsak ise (X, d) metrik uzayi tamdir denir.

3.1. Sonug: (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Bu takdirde (x,) dizisinin
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Ornek: (0, 1) agik aralii ile alisilmis metrigi gére bir metrik uzayidir.

Bu uzayda x,, = % dizisini ele alalim. Bu dizi Cauchy dizi fakat bu aralikta ya-
kinsak degildir. Boylece, bu uzay tam degildir.

Ornek: Dogal sayilar N kiimesi iizerinde tanimh d(x,y) = E — %| met-

rigi verilsin. Bu metrige gore x,, = n dizisi bir Cuachy dizisi iken Yakinsak de-
gildir.

Cozliim: Yeterince biiyiik m ve n sayilari igin
1 1 1 1
Gome o) = [ = 5] <[5+ ]
olup d(x,,, X,) uzunlugu yeterince kiigtik kalir. Diger taraftan bu dizi yakinsak

degildir. Eger yakinsak olsaydi, verilen r > 0 icin belli indeksten sonra x,, te-
rimleri icin
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1 1
d(x,,x) < |ﬁ_§| <r
olurdu. Burada
|1 1| 1 1 1
S-S <ros-r<=<Z+4r
n x1 L X n - x
dir. Halbuki 0 < 2T olacak sekilde bir n € N sayis1 bulunabilir. O halde do-

gal sayilar N kiimesi d metrigine gore tam metrik uzay: degildir.

3.10. Teorem (Tam Altuzay): Bir X tam metrik uzayinin bir A alt uza-
yinin da tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart, A'nin X'de kapali bir kiime olma-
sidir.

Ispat: A tam olsun. 2.10. teoremi geregince, her x € A icin, A'da x'e ya-
kinsayan bir (x,,) dizisi vardir. 3.9. teoremi geregince, (x,) bir Cauchy dizisi ve
A tam oldugundan, (x,,) dizisi A'da yakinsak olup, 3.1. teoremi geregince, limiti
tekdir. Dolayisiyla, x € A yazabiliriz. Bu ise x € A'nin keyfi olarak secilmis ol-
masl nedeniyle, A'nin kapali oldugunu ispatlar.

Tersine olarak, A kapali bir kiime ve (x,), A'de bir Cauchy dizisi olsun.
Buna gére, X, — x € X yazabiliriz. Bu ise, 2.10. teoremi geregince, x € A sonu-
cunu gerektirir. Ve kabul geregi, A = A oldugundan, x € A bulunur. O halde,
keyfi olarak alinan (x,) Cauchy dizisi, A'da yakinsamaktadir. Bu da, A'nin tam-
ligini ispatlar. //

Simdi tamlik 6rneklerine gecelim. Tamlik 6rnekleri icin cesitli uygula-
malarda, bir X kiimesi verilir (6rnegin, bir diziler kiimesi ya da bir fonksiyon-
lar kiimesi) ve X tizerinde bir d metrigi secilerek, X kiimesi bir metrik uzay
haline dontstiirilir. Bundan sonra yapilacak is ise, (X, d)'nin tam olma i¢in
gerekli 6zeliklere sahip olup olmadiginin arastirilmasidir. Tamhig gosterebil-
meK i¢in, X'de keyfi bir (x,) Cauchy dizisi alip bunun X'de yakinsak oldugunu
gosteririz. Bu tiir ¢oziimler, farkl uzaylar icin, ¢esitli karisikliklar gosterir ise
de genel olarak izlenen yollar hemen hemen aynidir:

(i) Limit olarak kullanilmak tizere, bir x eleman belirlenir,
(ii) x'in incelenen uzayda bulundugu ispatlanir,
(iii) Metrik anlaminda, x,, — x yakinsaklig1 gosterilir.

Simdi teorik ve uygulamali arastirmalarda sik sik ortaya ¢ikan bazi uzaylarin
tamligina iliskin 6érnekler verelim.
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Ornek: Mutlak deger metrigine gére reel sayilar kiimesi tamdhr.

Coziim: Vx,y € R icin d(x,y) = |x — y| olmak lizere (x,), R'de herhangi
bir Cauchy dizisi olsun. R’'de bir Cauchy dizisi sinirli oldugundan (x,) smirlh-
dir. Ayrica (x,) sonsuz bir dizi oldugundan x,’in terimlerinden olusan kiime
sinirh ve sonsuzdur. Su halde (x,) hem sinirli hem de sonsuz ¢oklukta terime
sahip oldugundan Bozlana-Weierstrass teoremi geregince en az bir yi8ilma
noktasi vardir. Bu yigilma noktasini a ile gosterelim. Buna gore (x,) dizisinin
oyle bir alt dizisi yakinsak ise kendisi de ayni degere yakinsak olacagindan
X, — a € R olacaktir. O halde R tamdir.

Ornek: Mutlak deger metrigine gore kompleks sayilar (C) kiimesi tam-
dir.

Cozum: (z,), C'de bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde;
Ve>0icinInge dVnm>ngg), d(zy,zy) =z, —zn| <€
olacaktir. z, = x, + iy, ve z = x + i y olmak lizere x, ve y,, R’de birer dizidir-
ler. Ayrica |x| < |z| = /x%2 +y2, |y| < |z| = /x? + y? oldugundan
|Zn — Zm| = |(Xn +iyn) — Em + iYm)l
= |(Xn — Xm) + 1 (Yn = Ym)I
< |Xn_Xm|+|Yn_Ym| (1)
yazilabilir. Ayrica |x, — x| < |z, — 2| < € ise n,m > ny() icin [x, — Xy | <€

elde edilir. Bu ise (x,) dizisinin R’de bir Cauchy dizisi olmasi1 demektir. R tam
oldugundan x, — x olacak sekilde bir x € R vardir. Yani

Ve>0icinI ngey 3V n,m > n), dx,x) < %
dir. Ote yandan |y, — ym| < |z — 2| < € ise n,m > ny() icin |y, —ym| <¢
elde ederiz. Bu ise (y,) dizisinin R’de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R
tam oldugundan y,, — y olacak sekilde bir y € R vardir. Yani

Ve>0icinI nye) 3V n,m > nye), diyny) < %
yazabiliriz. z, = x, +1iy, ve z = x + iy olmak lizere z, — z oldugunu goster-
meliyiz.

d(ZnIZ) = |Zn —z| = |(Xn —X) +1i(¥n _Y)l = |Xn —x| + |Yn _Y| <eg
max(ny, ny) = Ny dersek n > ngy, icin d(zy,z) = [z, — z| < € elde edilir ki
bu ise z, = z oldugunu verir. z, € C ise C tamdir.

Ornek: R» Euclid uzay: ve C'in iiniter uzayi
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i=1

. 1/2
d(x,y)= [Z(Xi _Yi)ZJ

metrigine gore tamdir.

Cozum: Biz burada R» Euclid uzayin gosterecegiz. C"'in Uniter uzay1
benzer sekilde yapilacagindan okuyucuya birakilmigtir.

R tizerindeki Euclid metrigin (x,) ve (y,) olmak tizere,
N 1/2
d(x,y)= [Z(Xi _Yi)ZJ
i=1
ile tanimlandigini hatirlayalim.

Simdi, R de herhangi bir (x,,) Cauchy dizisini ele alalim.

(xm) Cauchy oldugundan, her &€ > 0 sayis1i¢in m, r > ny) oldukga,

n 1/2
d(xm’Xr)z(Z(Xi(m] _Yi(r))zj <& (1)
i=1
olacak sekilde bir ny ) sayisi vardir. Kare alarak, m, r > ny,) ve heriicin,
(i) = Vi) < €2 Ve [Xigmy = ¥in| <
yazabiliriz. Bu ise, her sabit i icin, (1 < i < n), (Xi(m)) dizisinin, reel terimli bir
Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Bu dizi, bir 6nceki 6rnek geregince yakinsak-
tir. m — oo i¢in, (Xi(m)) diyelim. Bu yolla elde edilen n tane limiti kullanarak,
(x;) tamimlayalim. Agikeca goruldigu gibi, x € R™ dir. (1)'den yararlanarak,
r = oo icin,
d(xm,x) <& m > ny
yazabiliriz. Bu da, x'in, (x,,) dizisinin limiti oldugunu gosterir ve (x,,) 'in keyfi
bir Cauchy dizisi olarak alinmis olmasi nedeniyle de, R"'in tamligini ispatlar.

C™ 'in tamlig1 da, ayni tiir bir ispat yontemiyle yapilir.

Ornek: 2, = {(z,):sup|z,| < ,n = 1,2,3, ...} uzay

d:f, X%, >R
(z,w) = d(z,w) = {sup|z, —w,|,n =1,2,3,...}

metrigine gore tamdir.
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Cozim: (zp) = (z{™) = (2", 25, 25, ...) olmak tizere z = (z,), £+ da bir
Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde;

Ve>0,3ngc dVnm>ngg, dzy, z,) = {suplz® —z'|,i= 1,23, ..}
olmalidir. Buradan keyfi fakat sabit her i i¢in (z1",z3", 25", ...) dizisinin komp-
leks sayilarca bir Cauchy dizisi olmas1 demektir. Kompleks sayilar (C) tam ol-

dugundan limz" =z, olacak sekilde z,, € C vardir. Daha ag¢ik olarak

n—oo

7, = (z},23,23,...),2, = (23,22,722,...),2; = (23,23,23,...), ..
elde ederiz. z,, = (z,2,,23,...) gosterelim. Simdi z € ¢, ve z;, = z oldugunu
gosterecegiz. Her i icin |z{" — z{'| < € oldugundan m,n > ny) ve n — oo limiti-
ni alirsak |z{" — z;| <&, m > ny), zym = (z") € £ oldugundani=1, 2, 3, ...
icin |z{"| < ¢, olacak sekilde c,, € C sayisi vardir. Boylece tiggen esitsizligin-
den

1zi| = |zi — 2" + 7| < |z — 2" + |z | < e+ ¢y =K
dersek |z;| < K elde ederiz ki bu ise z = (z;) € £, olmasi demektir. O halde ¢,
uzay1 tamdir.

Ornek (Yakinsak Dizilerin Tamlig1): c yakinsak dizi uzayi, kompleks
terimli tiim x = (x,) yakinsak dizilerinden olusur ve ¢, lizerinde tanimlanan
metrige gore c uzay1 tamdir.

Cozim: c uzay, ¢, uzayinin bir altuzayidir. Buna gore, c'nin €,'da ka-
pali oldugunu gosterirsek, 3.10. teorem geregince c'nin tamligini séylemis olu-
ruz.

¢, c'nin kapanisini gostermek tizere, herhangi bir x = (x,) € T dizisini
goz Oniine alalim. 2.10. teoremi sikki geregince, x, — x olacak sekilde
Xy = (Xi(n)) € c dizileri vardir. O halde, verilen herhangi bir € > 0 sayisina
kargilik, n > ny () ve heriicin (0zel olarak, n = ny, ve heriigin,
|Xi(n) - Xil < d(xp, x) <§
olacak sekilde bir ny ) sayisi vardir. Xng(e) € € oldugundan, bu dizinin x;q te-
rimleri yakinsak bir dizi olustururlar. Boyle bir dizi ise, bir Cauchy'dir. Dolay1-
siyla,
[Xim) = Xjm| < % (1,j > no(e))
olacak sekilde bir n, sayisi vardir. Bu durumda, licgen esitsizligi, her i,j >
Ny(g)icin asagidaki esitsizligi verir:
i) = X | = % = xim | + [%iem) = 5| + [xjm) = %3] <& (15> nogey)
Bu da, x, = (Xj(n)) dizisinin yakinsak oldugunu gosterir. O halde, x € ¢ 'dir.
X € C 'nin keyfi olarak alindiginm1 diisiiniirsek, bu sonug, c'nin €,,'da kapali ol-
dugunu gosterir ve c'nin tamlhig1 3.10. teoremden elde edilir.
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Ornek (£, 'min Tamlig1): p sabit ve 1 < p < +oo olmak iizere, £, uzayi
tamdir.

Cozim: x, = (Xj(n)) olmak uizere, (X,), £, uzaymda herhangi bir Cauchy
dizisi olsun. Buna gore, verilen her € > 0 sayisina karsilik, her m,n > ny) icin,

- 1/p
p
d(Xm!Xn):(z‘Xi(m) —Xim j (1)
i=1
olacak sekilde bir ny ) sayisi vardir. Buradan, her i = 1,2, ... i¢in,
|%im) — Xiny| < & (0, m > ng(e) (2)
yazabiliriz. $imdji, sabit bir i se¢elim. (2) yardimiyla, (X)) dizisinin, terimleri
sayilar olan bir Cauchy dizisi oldugunu goriiyoruz. R ve C'nin tam olmasi ne-
deniyle, bu dizi yakinsaktir. m — oo i¢in, Xjy,) — X; diyelim. Simdi de, bu limit-
leri kullanarak, x = (x;) dizisini tanimlayip, x € £,, ve X, = x oldugunu goste-
recegiz.

(3)'den, her m, n > ng() icin,

k
Z‘Xi(m) ~Xim)
i=1

yazabiliriz. Buradan da, m > ny) olmak tizere, n — oo icin,
elde ederiz. Buradan da, m > ny) olmak tlizere, k — o icin,

= p
Z‘Xi(m) - Xi‘ <g’ (3)
i=1

buluruz. Bu ise,
Xm — X = (Xim) — Xi) € ¥p
oldugunu gosterir. x,, € £, oldugundan, Minkowski esitsizligi geregince
X=Xm— (X—Xy) €4
elde ederiz. Ayrica, (3)'deki seri, [d(x,, x)]P biyikligini belirtiginden, (3)
ifadesi, Xy, — X sonucunu gerektirir. (xy,) 'in £,'de keyfi bir Cauchy dizisi ola-
rak secildiginden, 1 < p < 40 olmak tlizere £, nin tamhigini géstermis oluruz.

"<’ (k=1,2,3,.)

Ornek (C[a, b] 'nin Tamlig1): [a, b], R iizerinde, verilen herhangi bir
kapal aralik olmak tizere, C[a, b] siirekli fonksiyon uzay1
d(Xm, Xn) = max|xy, (t) — x, (V)]
metrigine gore tamdir.
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Cozim: (xy,), C[a, b] 'de herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda,
verilen herhangi bir € > O sayis1 i¢in, m, n > ng( oldukga, [a, b] olmak lizere,
d(Xm, X5) = max|xy (t) —x, (D] < e (1)
olacak sekilde bir ny sayisi vardir. O halde, herhangi bir sabit t = t, € [a, b]
icin,
|Xm(t0) - Xn(to)l <g (m' n > nO(s))
yazabiliriz. Bu ise, (x,,(ty)) dizisinin, reel terimli bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. Yukaridaki 6rnekten R'nin tam olmasi nedeniyle, bu dizi yakinsaktir.
m — oo i¢in, X, (tg) = x(ty) diyelim. Bu yolla, her bir t € [a, b] noktasiyla, bir
tek reel x(t) sayisi esleyebiliriz. Bu ise, [a, b] lizerinde (noktasal) bir x fonksi-
yonu tanimlar ve ¢6ziimi tamamlamamiz i¢in geriye x € [a, b] ve x,;, = x ol-
dugunu gostermek kalir.

(1) yardimiyla, n — oo icin,

max|x, (t) —x(t)| < ¢ (m > ng(g)
yazabiliriz. O halde, her t € [a, b] icin,
Ixm () —x(D]| <& (m > ngg))

bulunur. Goérildiigi gibi, bu sonug, (xm(t)) 'nin, [a, b] lizerinde, x(t) 'ye diizgiin
olarak yakinsadigini ifade etmektedir. xi, 'lerin stirekli ve yakinsakligin dizgiin
olmasi nedeniyle, diziler konusundan da bildigimiz gibi, limit fonksiyonu olan
x'de [a, b] uizerinde streklidir. O halde, x € [a,b] yazabiliriz. Ayrica, x,, = x
'dir. Bu da, C[a, b] 'nin tamhigini gosterir. //

Yukarida vermis oldugumuz bu 6rnek, ayni zamanda, asagidaki gercegi
de ispatlar:

3.11. Teorem (Diizgiin Yakinsaklik): C[a, b] uzayinda, x,, — x yakin-
saklig1 diizgiindiir. Yani, (x,,) dizisi, [a, b] lizerinde, x'e diizglin olarak yakin-
sar.

Buna gore, C[a, b] lizerindeki metrik, [a, b] lizerinde dilizgiin yakinsakli-
g1 beklemektedir ve bu nedenle, bazen diizglin metrik adini da alir.

Tamlik ilkesini ve buna iliskin kavramlari daha iyi bir sekilde anlaya-
bilmek i¢in, tam olmayan bazi metrik uzay 6rnek vermek gerekir.

Ornek (Q Uzayi): x,y € Q olmak iizere d(x,y) = |x — y| ile verilen al-
silmis metrik altinda, tiim rasyonel sayilardan olusur ve rasyonel dogru adini
alir. Q tam degildir.
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Cozim: Bunu gostermek icin bu uzayda bir Cauchy dizisinin bu uzayda

bir noktaya yakinsamadigini géstermek kafidir. Bunun igin,

1 1 1
s1=3, Snmi=3t3zsh , (>1)

ile tanimlanan (s,) dizisini géz 6niline alalim. Bu dizinin yakinsaklhigini incele-
yelim. Bunun i¢in pozitif terimli bu dizinin artan ve tisten sinirl oldugunu gos-
termeliyiz.

Once bu dizinin tiimevarimla iistten sinirh olduguna bakalim.

wl N

i)n=Oiginsl=%<

=3eb @) -1<2

W[ =

ii)n=1iginsz=%+ S

iii) n =k —1 icin s = %+ %sﬁ_l < % dogru olsun. Buna gére n =k

icin s < % oldugunu géstermeliyiz.

1,1, 1,1 ¢2y*_13 2
s =3+35t<3+3°(3) =55<3

w

elde ederiz ki bu bize 0 < s, < %olup (sp) dizisinin sinirh oldugunu gosterir.

Simdi (s,) dizisinin artan oldugunu goésterelim. Bunu da tiimevarim
yontemiyle yapacagiz.

i)n=1licins, — s =%—0—%=—>0

ii) n=k—1 icin sy —sg_q > 0 oldugunu kabul ederlim. n =k igin
Sk+1 — Sk > 0 oldugunu gosterelim.

= (b det)- (4 24k
1, 1

- §Sk 3 S12<—1
1
=3 (512< - 512<—1)

1
= 3 (Sk = Sk-1) (Sk + Sk-1)
>0
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O halde (sp) dizisinin artandir. Buna gore (s,,) dizisi yakinsaktir.

(sp) dizisi yakinsak oldugundan (s, ) dizisi de yakinsaktir. Bu ylizden
lims,  , =lims, =s

n—oo n—o

liml+lsi =lims,

n>x3 3 n—»o

n

%+llimsf1 =lims

3 now n—o
1 1
—+=s*=s
3 3
s? —3s + 1=0
3+
ve
3+/5 3—/5 _2
51 =252 > 5,5 =g <3
o 3+J—
oldugundan s; = > = (sn) dizisinin limiti olamaz. Ciinkd artan bir dizi-

nin limiti st sm1r1n1 gegemez O halde

oldugundan (s,) dizisi rasyonel Caauchy dizisi olmasina ragmen (s,) irrasyo-
nel sayiya yakinsamaktadir. Bu ylizden Q tam degildir.

Ornek (Polinomlar): X, sonlu ve kapali bir [a, b] aralif1 iizerinde ta-
nimli polinom fonksiyonlar1 uzayi olsun. Yani

x={P:P:1- R,P(x) =a;x"+a,x"1+--+apa, €R}
uzayl tam uzay degildir.

Coztim: Her polinom fonksiyonunun tanim araliginda siireklidir. Dola-
yisiyla her kapal aralikta her fonksiyonun bir maksimumu bir minimumu
vardir. Bu yiizden bu uzayin metrigi

d(x,y) = {max|x(t) —y(OI, t € [a,b]}
olur. Bu metrige gore uzay tam degildir. Gercekten; x'de limiti olmayan Cauchy
dizisi 6rnegi bulabiliriz ki bu dizinin limiti bir polinom degildir. Soyle ki;

|x| <a <1 olmak iizere X’de n>1 icin s,(x) =1 +x+x% + -+ x"
olarak tanimlanan (s, (x)) dizisini alirsak

llms () =liml+x+x*+.+x"

n—oo
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n
=lim ZXk
k=1

n—o

. 1-x"
=lim
nso 1—x
__1
T 1—x
elde ederiz ki bu bir polinom degildir. Dolayisiyla
1
—¢&X
1-x ¢
dir. Bu yiizden de X uzay1 tam degildir.

Ornek (Lokal Siirekli Fonksiyonlar): X, [0,1] iizerinde, tiim siirekli,
reel degerli fonksiyonlardan olusan bir kiime ve

1
d(x,y)= [[x(t)—y(t)dt
0
olsun. Bu sekilde elde edilen (X, d) metrik uzay: tam degildir.

Cozum:

Seklin solundaki xm fonksiyonlar1 bir Cauchy dizisi olustururlar. Ciinki
d(Xm, Xp), seklin saginda goriilen iiggenin alani olup, verilen her € > 0 sayisi

icin, m,n > %oldukga,

d(Xm, Xp) < €
'dur. Simdi bu Cauchy dizisinin yakinsak olmadigini gosterecegiz.

_1 + % olmak tzere, x, (t) =

=] 0; te[O,%]

1; te[ay, 1]

yazabiliriz. Buna gore, her x € X icin,

d(x,,,x)= hxm(t) —x(t)dt
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1/2 a, 1

= [[x()de+ [[x,, (0 -x(0)dt + [[1-x(t)dt
0 1/2 am

bulunur. Integrantlarin negatif olmamalar1 nedeniyle, sag taraftaki integralle-

rin her biri de negatif olmayan degerlerdir. O halde, d(x,,, x) — 0 istegi, her bir

integralin sifira yaklagsmasini gerektirir ve x'in siirekli olmasi nedeniyle,

1
0; te|0,5]
1; telay, 1]
olmasi gerekir. Bu ise, stirekli bir fonksiyon i¢in miimkiin degildir. Dolayisiyla,

(Xm) yakinsayamaz, yani, X'de bir limite sahip olamaz. Bu da X'in tam olmadi-
g1n1 gosterir.

Xm ® =

3.5. Tanim: Bir (X, d) metrik uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. Her n € N
icin |x, | < K olacak sekilde bir pozitif K sayisi varsa (x,) dizisine sinirl dizi
denir.

3.12. Teorem: Mutlak metrigi d olmak lizere reel sayilar (R, d) metrik
uzayinda bir Cauchy dizisi sinirlidir.

Ispat: Bir (x,) dizisi (R, d) metrik uzayinda bir cauchy dizisi olsun. O
halde, r = 1 i¢in m,n > M iken |x,, — x,| < 1 olacak sekilde bir M pozitif sayisi
vardir. Ozel olarak m = M alindiginda n > M i¢in x,, — xy < 1 dir.

K= max{xl, X2, Xmy XM+1}
alalim. Her n € N icin |x,| < K olur.

3.13. Teorem: Mutlak metrigi d olmak tlizere reel sayilar (R, d) metrik
uzayinda sinirh bir dizinin yakinsak alt dizisi vardir.

ispat: (x,) dizisi R’de bir simirl dizi olsun. Bu dizinin terimlerinden
olusan kiimeyi S ile gosterelim. S kiimesi sonlu ise belli terimden sonra sabit
olan bir alt (Xnk) = (Xq,Xp, ) Xngr X X, X, --+) dizisini segebiliriz. Diger durum-
da, S sonlu kiime olsun. Bolzano -Weiertrass Teoreminden R’de sinirli ve son-
lu kiimenin en az bir y181lma noktasi oldugundan S’nin bir y181lma noktasi var-

dir. x € S’ oldugundan nyi € N icin x elemanin (x — nl,x + nl) acik komsulu-
k k

gunda S'nin x’den farkl en az bir eleman1 vardir.

Her ny € N i¢in bir x,,, € (x — l, X+ l) secilerek elde edilen bir fsnkg
Nk Nk

alt dizisi x noktasina yakinsar.
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3.14. Teorem: (X, d) bir metrik uzay ve (x,) dizisi X'de bir Cauchy di-
zisi olsun. (x,) dizisinin yakinsak alt (xp,, ) dizisi varsa (x,) dizinin kendisi de
yakinsaktir.

Ispat: (X, d) metrik uzay: olmak iizere (x,) Cauchy dizisi ve (x,,) alt di-
zisi de bir x € X noktasina yakinsasin. O halde, r > 0 sayis1 verilsin. m,n > n,
iken d(xp,, Xp) < g olacak sekilde n; € N sayisi1 vardir. Diger taraftan, (x, ) alt

dizisi x € X noktasina yakinsadigindan x, > x, icin d(xnk,x) < golacak sekilde
n, € N vardir.

M = max{n,, n,} alalim. Bu durumda n > M igin
r, r
d(x,,x) < d(xn, Xnk) + d(xnk,x) < 3 + S=r
dir. Boylece (x,) dizisi x € X noktasina yakinsar.

3.1. Not: Tam olan bir uzayin alt uzay1 tam olmas1 gerekmez. Ornegin,
(R, d) metrik uzay1 tam iken (Q, d) alt metrik uzay: tam degildir.

Ornek: Her bir s € Ricgin

fs : R - R, f(x) = sx
olmak lizere X = {f; : s € R} olsun. f, f. € Xi¢in

d(fs, fr) = s —r
seklinde tanimlanan d fonksiyonu X tizerinde bir metriktir. Bu metrige gore X
tamdur. Ciinkii(f; ) dizisi X'de bir Cauchy dizisi ise (x,) dizisi R'de bir Cauchy
dizisidir. R tam uzay oldugundan (x,) dizisi yakinsaktir. Yani, x,, = x dir. So-
nug olarak, fg - fg dir.

3.15. Teorem: (X, d) bir metrik uzay olsun. O halde,

i. x, 2 xvey, - yised(x,,y,) = d(xy)

ii. (x,) ve (y,) bir Cauchy dizisi ise her n € N icin u, = d(Xy, yn)
seklinde tanimlanan (uy,) reel dizisi yakinsaktir.

Ispat: i. x, = x ve y, — y olsun. Ayrica r > 0 verilsin. Yeterince biiyiik
n’ler icin d(x,, x) < gve d(ymy) < g dir. Metriklere giris konusunda
|d(x,y) — d(y,2)| < d(x,2)
gosterilmisti, yine licgen esitsizliginden ve x,, = x ve y,, = y oldugundan
|d(%n, yn) — dx, Y| = [d(xy, yn) = dX,yn) +dx yn) —dx,y)]
< [dXn, yn) — A& yo)| + [dX yn) —dx y)I
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< d(xy, %) + d(yn,y)
<ILr
2 ' 2
<r
dir. Boylece, d(xp,y,) = d(X,y) olur.

ii. (x,) ve (y,) olsun. r > 0 verilsin. Yeterince biliyiik m ve n’ler i¢in
d(Xpm, Xp) < gve d(ym, yn) < gdir.
|um - unl = |d(Xm: Ym) - d(Xn» Yn)l
= [dXm) Ym) — dXm» ¥n) + d(Xmy Yn) — d(Xp, yu)l
< [dXm) Ym) — A& Yo | + [dXms yn) — d(Xp, yu)l
< d(¥m, yn) + d(Xm, Xn)
<ILr
22
<r
O halde (u,) dizisi R de bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan (u) dizisi ya-
kinsaktir.

3.16. Teorem: Bir (X; d) metrik uzayinda d : X X X = R metrik fonk-
siyonu stireklidir.

ispat: d metriginin dizisel siirekliligini géstermek yeterli olacaktir. Bu-
nun icin x, = x ve y, = y ise d(x,,y,) = d(x,y) oldugunu gostermek gerekli-
dir. 3.15. teorem (i) kismindan mevcuttur.

METRIK UZAYDA SUREKLILIK ve DiZISEL SUREKLILIK

3.6. Tanim (Siireklilik): (X, d1) ve (Y,dz) iki metrik uzay vef: X > Y
bir fonksiyon olsun. x, € X alalim. Eger her &> 0 sayisina Kkarsilik
36 > 03 d;(x,%x) < 6 oldugunda d,(f(x), f(xy)) < ¢ ise f fonksiyonuna x, € X
noktasinda stireklidir denir. Eger f, X'in her bir noktasinda siirekli ise f 'ye
X'de siireklidir denir.

Bu tanima gore f’in x,’da siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f(B(xo, 6)) < B(f(x0), &)
olmasidir.

B(xq,8) = {x: d(x,%Xq) < 8,x € X}
B(f(x0), €) = {f(x) : d(f(x), f(xo)) < & f(x) € Y}
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3.17. Teorem: (X, d1) ve (Y,d2) iki metrik uzay ve f: X — Y bir fonksi-
yon olsun. f 'in X'de stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y'deki her a¢ik kii-
menin ters goruntusi X'de agik olmasidir.

ispat: =: Kabul eldim ki f, X'de siirekli U € Y 'de agik herhangi bir kiime
olsun. O halde gosterecegiz ki f~1(U) € X agiktir.

x € f71(U) ise f(x) € U, U agik oldugundan B(f(x), €) c U olacak sekilde
€ > 0 vardir. f siirekli oldugundan f(B(f(x), €)) < B(f(x), €) c U yazilabilir. Bu-
radan

f(B(x,€)) € U= B(x,¢) c f1(U)
oldugundan f~1(U), X'de aciktir.

<: Tersine olarak kabul eldim ki U, Y’'de herhangi bir a¢ik olmak iizere
f~1(U), X'de acik olsun. a € X keyfi bir nokta olsun. f’in X'de siirekli oldugunu
gostermek icin keyfi bir a € X noktasinda siirekli oldugunu gostermek yeterli-
dir.

a € X ise f(a) € Y ’dir. Su halde B(f(a), €), Y’'de bir acik yuvardir. Her
acik yuvar bir agik kiime oldugundan B(f(a), €), Y'de bir agik kiimedir. Hipo-
tezden dolay: f~1(B(f(a), £)), X-de agiktir. Su halde her noktasinin komsulugu-
nu icermeli. Yani B(a, ") c f~1(B(f(a), £)) olacak sekilde bir B(a, £) acik yuva-
r1 vardir. Bu ise f 'in a € X noktasinda siirekli olmas1 demektir. a keyfi bir nokta
oldugundan f, X’de stureklidir.

Ornek: f: R - R, f(x) = 2x + 3 seklinde tanimlansin. U =2x+3 € R
acik kiimesi icin f~1(U) = —3 € R agik kiimesi elde edilir. Yani, a € R olsun.

Bir pozitif r sayisi igin x = ; ahrsak f(N(a, E)) c N(f(a), r) dir. Buda f 'nin sii-
rekliligini gosterir.

3.18. Teorem: Bir f : X - Y doniisiimiiniin siirekli olmasi icin gerek ve
yeter sart herhangi bir kapali A c Y kiimesinin ters goriintiisiiniin X'de kapah
bir kiime olmasidir.

ispat1 3.17. Teoreme benzer yontemle yapilir.

3.7. Tanim (Dizisel Siireklilik): (X, d1) ve (Y d2) birer metrik uzay ve

f: X = Y bir fonksiyon olsun. x, € X alalim. x,, —> X, sartini saglayan her
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d
(xp) dizisi icin eger f(x;,) — f(xq) oluyorsa f fonksiyonuna x, € X noktasin-
da dizisel stireklidir denir. Yani V & > 0 i¢in 3 ng) 3V n > ng), V4 > Oise
d; (Xn, Xg) < 8= d(f(xy), f(x0)) < €
dir.

3.19. Teorem: (X, d1) ve (Y, d2) birer metrik uzay ve f : X = Y bir fonk-
siyon olsun. xq € X alalim. f 'nin X, € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f 'nin xo’da dizisel siirekli olmasidir.

Ispat: =: Kabul edelim ki f bir x, € X noktasinda siirekli olsun. Bu tak-
dirde

Ve>0icinVs >0 3d;(x,,%0) <6=dy(f(xp),f(x0)) < €
d
dir. x, — Xg ise

Ve > 0igin I ngey 3 VN >Ny, di(Xn, Xo) < 8= ¢ = dy(f(xp),f(x0)) < &
olup f fonksiyonu x, € X noktasinda dizisel siireklidir.

<: Kabul edelim ki f, x, € X noktasinda dizisel siirekli olsun. Goster-
mek istiyoruz ki f fonksiyonu x, € X noktasinda siireklidir.

d
Xn — Xo = d5 (f(xn), f(x0)) < £
f fonksiyonu x, da siireklidir.

Kabul edelim ki f fonksiyonu x, € X noktasinda stirekli olmasin. Bu tak-
tirde xo 1n bir 6 komsulugunda oyle bir x degeri bula biliriz ki bu x’e karsilik
d, (f(x41),f(X)) > € kalir. Buna gore bir x; € B(xq, 6) icin d,(f(x;),f(X)) > ¢
kalacaktir.

8 = 1liginx; € B(x, 1) ise d, (f(x), f(xq)) > € kalir.

6= %i(;in X, EB (XO'%) ise d, (f(x4), f(x¢)) > € kalir.

= %igin x; EB (XO,%) ise d, (f(x4), (%)) > ¢ kalir.
d d
Bu ise x, — X, iken f(x,) —— f(x,) degildir. O halde bu bir celiskidir. Do-
layisiyla f, x, € X noktasinda stireklidir. x, keyfi oldugundan f, X'de siireklidir.

METRIK UZAYLARDA DUZGUN SUREKLILIK

3.8. Tanim: (X, d;) ve (Y, d,) birer metrik uzay olmak tizere bir
f: (X, dl) - (Y, dZ)
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fonksiyon olsun. Her 6 > 0 icin (X, d;) < € iken d,(f(x),f(a)) < r olacak sekil-
de €'ye bagli bir pozitif 5 sayisi varsa f fonksiyonu a noktasinda diizgiin stirek-
lidir denir.

3.2. Not: Sureklilik ve duzgiin siireklilik tanimlarindan diizgin stirekli
fonksiyon stirekli fonksiyonu gerektirir fakat tersi dogru degildir.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi lizerinde alisilmis metrik d(x,y) = |x — y|
verilsin.

f: (R,d) = (R,d), f(x) =2x
seklinde taniml fonksiyon diizgiin stireklidir.

ispat: Her bir rigin € = g alirsak

x —al <e=[f(x) - f(a)] = |2x — 2a] = 2|x —a[ < 2§=5

olur. Burada ¢ sayisi sadece 6 sayisina bagh oldugundan f fonksiyonu diizgiin
stireklidir.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi lizerinde alisilmis metrik d(x,y) = |x — y|
verilsin.

f: (R,d) - (R,d),f(x) =x2
seklinde tanimli fonksiyon siirekli iken duizgiin siirekli degildir.

ispat: Bir § > 0 sayis1 verilsin.

|x+al = |x —a+ 2al < |x—al| +|2a]
oldugundan

) — f(a)| = [x* —a®| = [x —allx+al < [x—al(Ix—al + 2[a])
dir. Buradan |x — a| < 1i¢in

() — f(a)| = [x* —a?| < |x —al(1 + 2[al)

dir. O halde |x — a| < € iken |f(x) — f(a)| < & olmasi i¢in € = olmali. Bu-

8
1+2a
radan ¢ sayist hem & hem de a sayisina baghdir. Boylece f diizgiin stirekli de-
gildir.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi iizerinde alisilmis metrik d(x,y) = |x — y|
verilsin.

f:(R,d) = (R,d), f(x) = sinx
seklinde tanimli fonksiyon diizgiin siireklidir.
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Ispat: Her bir § icin € = § alirsak

|x —a| < e=|f(x) —f(a)| = |sinx —sina| < |[x—a|<e=§
olur. Burada ¢ sayisi sadece J sayisina bagl oldugundan f fonksiyonu diizgiin
sureklidir.

3.20. Teorem: f, (X,d;) metrik uzayindan (X, d,) metrik uzayina bir
fonksiyon olsun. f 'nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y'nin alt kiimesi U
icin

f~1(U) = {x € X: f(x) € U}

X in acik alt kiilmesi olmasidir.

Ispat: =: f stirekli ve U, Y’nin acik alt kiimesi olsun. x € f~*(U) alalim. O
zaman f(x) € U dur. U agik oldugundan, N(f(x), §) c U olacak sekilde 8 pozitif
sayis1 vardir. f stirekli oldugundan,

f(N(x,€),68) € N(f(x),6) c U
olacak sekilde ¢ pozitif sayisi vardir. Boylece N(x, £)  f~1(U) dur.

x € f71(U) icin N(x, £)  f~1 olacak sekilde € > 0 sayis1 var oldugundan,
f~1(U) agiktir.

<: Y'de U aqg icin f~1(U), X'de acik olsun. f(a) € Y ve § pozitif ise
N(f(a), 8), Y'de aciktir. Boylece f~1(N(f(a), 8)), X'de aciktir. Yani

N(a, £) c f~1(N(f(a), §))
olacak sekilde ¢ pozitif sayis1 vardir. ¢ sayisi icin f(N(a, €)) < N(f(a), §) dir. Do-
layisiyla f stireklidir.

3.21. Teorem: X bir topolojik uzay ve A c X olsun. A'ya ait bir dizi x
noktasina yakinsiyorsa, x € A dir. Eger X metriklenebilir ise 6nermenin tersi
de mevcuttur.

Ispat: A’da x,, — x olsun. x noktasinin her U komsulugu A’nin bir nokta-
sin1 icerir. Boylece x € A dir. Diger kism1 okuyucuya birakilmistir.
3.22. Teorem: f: X — Y olsun. f siirekli ise x,, = xiken f(x,) — f(x) dir.

X metriklenebilir ise 6nermenin tersi de dogrudur.

ispat: f siirekli ve x, — x olsun. V, f(x) in bir komsulugu olsun. O zaman
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f~1(V), x noktasinin komsulugudur. Béylece n > N icin x, € f~1(V) olacak se-
kilde N sayis1 vardir. Dolayisiyla f(x,) € V dir. Yani f(x,) — f(x) dir. Diger ki-
sim okuyucuya birakilmistir.

3.2. Sonu¢: R X R den R’ye taniml toplama, ¢ikarma ve ¢arpma fonk-
siyonlar siireklidir. R X (R — {0}) dan R’ye tanimli bolme fonksiyonu stirekli-
dir.

3.23. Teorem: X topolojik uzay olmak tizere f,g : X — R fonksiyonlari
f
strekli ise f + g, f — g ve f - g fonksiyonlar siireklidir. Her x i¢in g(x) # 0 ise g

sureklidir.

ispat: h: X > Rx R, h(x) = (f(x), g(x)) seklinde tanimh h fonksiyonu
stireklidir.

h K
X— RXR— R, (ko h)(x) = k(f(x),g(x)) = f(x) + g(x)
h ve k siirekli oldugundan k o h da stireklidir. Boylece f + g stireklidir.

Ornek: Reel sayilar R kiimesi iizerinde alisiimis metrik d(x,y) = |x — y|
verilsin.

T :RXR->RmEy) =% T RXR->R T,y =y
seklinde tanimli sirasiyla 1. ve 2. izdisiim fonksiyonlar siireklidir.

Coztum: Bir U = (a, b) acik aralig1 i¢in
7 (U):{(xy) ERxR:a<x<b}
acik seridi R X R nin alisilmis metrigine gore aciktir. Benzer sekilde, Bir
V = (¢, d) agik aralig1 i¢in
mr (U):{(x,y) ERxR:c<x<d}
acik seridi R X R nin alisilmis metrigine gore agiktir. Boylece izdiisiim fonksi-
yonlari stireklidir.

METRIK UZAYLARIN TAMLASTIRILMASI ve IZOMETRIK DONUSUM

Yukarida metrik uzaylarin bazilarinin tam bazilarinin ise tam olmadigi-
n1 gordiik. Mesela Q rasyonel sayilar ciimlesi tam degilken onu bir altuzay ola-
rak ihtiva eden R nin tam oldugunu gordiik. Ayn1 zamanda Q nun R de yogun
oldugunu biliyoruz. Asagida benzer sekilde keyfi bir metrik uzayin tamlastiri-
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lisin1 gosterecegiz. Boylece tam olmayan bir metrik uzaydan tam olan bir met-
rik uzay elde etmis olacagiz.

3.9. Tamim (izometrik Déniisiim): (X, d1) ve (Y, dz) iki metrik uzay
f: X— Y bir dontisiim olsun. Eger V x,y € X icin d;(x,y) = d,(f(x), f(y)) olu-
yorsa yani f uzakliklar1 koruyorsa f 'ye bir izometrik déniisiim denir. Eger f bir
izometrik dontisim ise birebir (1-1) oldugu tamimdan agiktir. Cilinku
f(x) = f(y) izometri sartindan x =y olacaktir. Sayet bu f izometrisi ayni za-
manda tizerine ise f 'ye izometrik izomorfi denir. Demek ki izometrik izomorfi
birebir (1-1) tizerine ve uzakliklar1 koruyan bir doniisimdiir.

X ve Y metrik uzaylar1 arasinda bir izometrik izomorfi varsa bu uzayla-
ra izomorf (izometrik uzaylar) veya es yapili uzaylar denir ve x = y seklinde
gosterilir.

Ornek: (R, d), d;(x,y) = |x—y| alalm. f: R - R seklinde tanimlani-
yor. f’in bir
f(x) =x—5
izometri olup olmadigini arastiriniz?

Cozim: d, (f(x), f(y)) = |[(x=5) = (y = 5)| = d1(x, y)
f, bir izometrik dontisimdiir.

Ornek: (R, d), d;(x,y) = |[x —y| alalm. f: R - R seklinde tanimlani-
yor. f’in bir
f(x) = x3
izometri olup olmadigini arastiriniz?

¢ozim: d, (f(x), f(y)) = Ix* —y°| # [x —y| = dy (x,y)
oldugundan f bir izomorfik dontiisiim degildir.

Ornek: f: R? -» R?, f(x,y) = (x+ 1,y + 1)
seklinde tanimlaniyor. f 'nin izometrik doniisiim olup olmadigini arastiriniz.

Cozim: Her X = (x4,X,),Y = (y1,¥2) € R?icin

di(xy) = \/(X1 —y1)? + (X3 — y2)?
alalim.

dy(F),f() = (s + 1 —y; — D+ (x, + 1 —y, — 1)2




www.matematikl.com 25

= (%1 —y1)? + (% — y2)?
= dl (X' Y)
oldugundan f izometriktir.

Ornek: X en az iki elemanl bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde iki met-

rik tanimliyalim:
(1, x#y (2, x#y
iy ={g oy vedxy) ={g 2
Birinci metrige gore X kiimesini X, ile, ikinci metrige gére ayni kiimeyi X, ile
gosterelim. Bu durumda X; metrik uzayi ile X, metrik uzay: izometrik degildir,
yani aralarinda bir izometri fonksiyonu bulunamaz.

3.24. Teorem: Metrik uzaylar arasinda olusturulan izometri bagintisi
bir denklik bagintisidir.

ispat: Birim fonksiyon bir izometri oldugundan yansima ozelligi mev-
cuttur. Bir f: (X,d;) = (Y,d,) fonksiyonu izometri ise f=1: (Y,d,) - (X,d;)
de bir izometri olacagindan simetrik 6zelligi de gecerlidir. Izometrik fonksi-
yonlarin birlesimi de bir izometrik fonksiyon olacagindan gecisme 6zelligi de
saglanir.

3.25. Teorem: (X,d;) ve (Y,d;) birer metrik uzay olmak iizere bir
f: (X,dy) = (Y,d,) fonksiyonu izometri ise bu metriklerin iirettigi topolojilere
gore f fonksiyonu bir homeomorfizmadir.

ispat: Bir f : (X,d;) — (Y,d,) izometrisinin siirekli oldugunu gostermek
yeterli olacaktir. Bunun icin, verilen r sayisina karsilik € = § almak yeterli ola-
caktir.

Ornek: Eleman sayisi ikiden fazla olan X bir kiime olmak iizere
0,x=0 _ (0, x=0
di (x) = {1, x#0"'¢ da(x) = {2, x#0
olsun. Bu metriklerin tretttigi topolojilere(ayrik topoloji) gore f: (X,d;) =
(Y,d;) fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Diger taraftan, f izometri degildir.
Cinki d; (x,y) = 1 ve d, (f(x),f(y)) = 2 dir.
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3.10. Tanmm: (X, d) bir metrik uzay ve (X, d) bir tam metrik uzay olsun.
Eger X, X'nin yogun bir alt kiimesi ile izometrik ise (X, d) ’ya (X, d) metrik uza-
yinin tamlamasi denir.

Ornek: X = Rve d = d ve d(x,y) = |x — y| olsun. (R, d) metrik uzayini
goz oniine alalim. Biliyoruz ki (R, d) metrik uzay: tamdir. Simdi bu metrik uza-
yin (X,d) alt metrik uzayini géz 6niine alalim. X = R olup R yogundur. Her
metrik uzay kendisine izometrik oldugundan dolayisiyla R kendisine izomet-
riktir. O halde R, R’nin bir tamlamasidir.

Daha 6nce metrik uzaylarin bazilarinin tam bazilarinin ise tam olmadi-
gin1 gordiik. Mesela Q rasyonel sayilar kiimesi tam degilken onu bir altuzay
olarak iceren R tamdir. Ayni zamanda Q'nun R’de yogun olmasi sebebiyle Q
tam degilken Q" = R tamdir.

Simdi asagida keyfi bir metrik uzayin nasil tamlastirildigini gorecegiz.
Boylece tam olmayan bir metrik uzaydan tam olan bir metrik uzay elde etmis
olacagiz.

3.26. Teorem: Her (X, d) metrik uzayinin (X, d) tamlamasi vardir. Uste-
lik bir izometrik izomorfi farkiyla bu (X, d) metrigi tektir.

ispat: Bu teoremin ispatinda takip edecegimiz adimlar soyle bir sirala-
yalim.

1) (X, d) bir metrik uzayidur.

2) X = Y ve Y'nin X'da yogundur.

3) X 'min tamdir.

4) X 'nin bir izometrik izometri farkiyla tekdir.

Simdi bunlar birer birer gostermeye calisalim.

1) (X, d) bir metrik uzay ve (x,) ve (y,) de bu uzayda iki Cauchy dizisi
olsun.

(Xn)A(Yn) = hm d(Xn ’Yn) = O

olarak tarif edilen A bagintisi (X, d) metrik uzaydaki Cauchy dizilerinin kiime-
sinde bir denklik bagintisidir.
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(X, d) deki Cauchy dizilerinin bu bagintiya gore denklik smiflarini &, 9, ...
ile ve bu siniflarin kiimesini de % ile gésterelim. Simdi (x,) € X, (y,) €Y,
d:gx &> A
XY)-dXY) = limd(x,,y,) (1)

olarak tarif edilen d 'nin bir metrik uzay oldugunu gostermeden 6nce bu limi-
tin mevcut ve bu d 'nin iyi tanimli oldugunu gostermeliyiz.

Uggen esitsizliginden
d(xn, yn) < d(Xn,Xm) + d(Xm, Ym) + d(¥m, yn)
d(Xp, Yn) — d&m, Ym) < dXp, Xm) + d(Yn, Ym)
yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte m ve n’nin rolleri degistirilecek olursa

d(er Ym) - d(Xn: Yn) < d(Xn'Xm) + d(Yn' Ym)
elde ederiz. Bu iki esitsizlikten

|d(Xn: Yn) - d(Xm’ Ym)l = d(Xn:Xm) + d(Yn' Ym) (2)
elde ederiz. (2) esitsizliginin sag tarafindaki ifade (x,) ve (y,) birer Cauchy
dizisi oldugundan 0’a gider. Dolayisiyla (1) limiti mevcuttur.

Simdi bu limitin (x,) € X, (y,) € Y olmak iizere bu temsili elemanlar-
dan limitin bagimsiz oldugunu gosterilir. Su halde (x,)A(x',) ve (yp)A(y',) ise
(2) esitsizliginde (x,) ve (y,) yerine sirasiyla (x',) ve (y',) yazarsak n — oo
icin

|[d(%n, ¥n) — dXm, Yym) | < d(Xp, Xm) + d(Yn, Ym) = 0
elde edilir. Buise limd(x,,y, )=1limd(x),y’) olmasi gerektirir.

Son olarak d’nin bir metrik uzay oldugunu gosterelim.
d(X,Y) =0 (xpAyn) ©X=Y
olurve d(X,Y) = d(Y,X) oldugundan (M1) ve (M2) sartlar: saglanir.

Metrigin 3. sart1 i¢in liggen esitsizliginden n — oo i¢in
dX,Y) <d(X,Z) + d(Z,Y)
limd(x,,y,)<limd(x,,z, )+limd(z,,y,)

d(%¥) < d(X 2) +dZ )
olur.

2) Simdi birebir ve iizerine T : X —» Y c X izometrisinin bulunusu gos-
terelim: Bunun icin T déniisimii T(b) = b olarak tarif edelim. b, c € X icin
(b,) = (b,b,b,...) ve (c,) =(ccc..), X ’de birer Cauchy dizisi ve
(¢c,cc, ...) € Cdir. Bu takdirde

a(T(b), T(c)) = a(B, ¢) == },iigd(b“’cn) =d(b,c)
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oldugundan T bir izometridir. O halde X = Y dir.

Y 'nin X ’da yogun oldugunu géstermek igin & € X ve (x,) € & olsun. Bu
taktirde V € > 0 i¢in n > ngy() oldugunda d (xn,xno(g)) < % olacak sekilde bir
N sayist vardir. (Xp,,Xn,,Xn, --) € Xy, olarak alalim. Boylece T(xno) =
%y, € Y “dir. (1) den dolay1 d(& Rp,) =limd(x, %,) < > < & bu ise keyfi bir

% € X noktasinin her ¢ civarinda y’nin bir noktasi oldugunu gésterir. O halde Y,
X’da yogundur.

E) Simdi (X, d) nin tam oldugung gosterelim. (&,), X'de Cauchy dizisi ol-
sun. Y, X'de yogun oldugundan V &, € X icin
AR, 2,) <+ 3)
olacak sekilde bir Z, € Y vardir. Boylece liggen esitsizliginden (m, n — )
4 20) < Ay Zm) + AR R0) + AR Z0) < =+ = + AR %) = 0

Buise (Z,;) 'niny ’de bir Cauchy dizisi olmas1 demektir.

T : X - Y izometrisi birebir (1-1) ve tizerine oldugundan
T_l(im) =Zm
ise (zy), X'de bir Cauchy dizisidir. O halde (2,,) € % olacak sekilde bir % € X
vardir. Simdi (X,;,) nin limitinin x oldugunu gosterecegiz. (3)’'den dolay1
A0 < A 20) + A0, D) < = + A0, D)
elde ederiz. Diger taraftan (2,) €X ve (2,) €X, (2,) €Y oldugundan
(Zn) Zpy Zn, --- ) € Zy, dir. Boylece (1)'den dolay1

d(x, ,x) <1+1imd(zn,zm)
n n—oo

yeteri derecede biiylik m’ler icin bu esitsizligin sag tarafindaki ifade istenildigi
kadar kiigiik yapilabilir. Bu ise &, — X oldugunu gosterir. O halde (X, d) tamdur.

4) (X,d) 'nin tekligini gosterelim.

Kabul edelim ki teoremdeki sartlar1 saglayan bir diger metrik uzay
(x4,d;) olsun. ilgili altuzay: da Y, ile gosterelim yani Y; € X; ve Y; € X; ve
T': X; = Y; izometrik izomorfi olsun. Bu taktirde x;,y; € X; i¢in x, = x; ve
yn — V; olacak sekilde Y; de (x,) ve (y,) dizileri vardir. Boylece (2) ifadesinin
benzeri olarak elde edile bilecek

dl (le Y1) - dl (Xn' Yn) + dl (Xllxn) + dl (yl' yn) - 0' (n - Oo)
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ifadesinden anlasilir ki limd, (x,,y )=limd,(x,,y,) dir. Diger taraftan

TX)=YveT' X)) =Y,
oldugundan Ty (Y,d) - (Yy,d;), Ty: T(X) = T'(x,) olarak tanimlanirsa T; dénii-
siim birebir (1-1) ve iizerine bir izometridir. Bu durumda Y = Y; ve Y = X ol-
dugundan X ile X; arasindaki uzakliklar ayni olmak zorundadir. Béylece
X = X, demektir.

METRIiK UZAYLARDA KOMPAKTLIK

3.11. Tanim (Kompaktlik): Bir X metrik uzay1 verilmis olsun. Eger
X'deki her dizi yakinsak bir altdiziye sahip ise, X uzay1 kompakttir denir.

X'in bir M altkiimesi, X'in bir altuzay1 olarak ele alindiginda kompakt
oluyorsa, yani, M'deki her dizi, limiti M'nin bir elemani olan yakinsak bir diziye
sahip ise, M 'ye kompakttir diyecegiz.

3.3. Not: Burada tanimladigimiz kompakthk, analizdeki en 6nemli
kompaktlik tipi olan dizisel kompakthiktir. Bu tanimin disinda iki tiirlii daha
kompaktlik varsa da, metrik uzaylarda bu ii¢ kavram birbirine denk olmakta
ve dolay 1s1yla, calismalarimiz sirasinda bu farktan s6z etmememiz bir sakinca
olusturmamaktadir.

3.27. Teorem (Kompaktlik): Bir metrik uzayin kompakt bir M altki-
mesi kapali ve sinirhdir.

ispat: Her x € M i¢in, M'de, x,, — x olacak sekilde bir (x,) dizisi vardir.
M'nin kompakt olmasi nedeniyle, x € M yazabiliriz. O halde, x € M keyfi olarak
alindigindan, M'nin kapali oldugu ortaya c¢ikar. Simdi de M'nin sinirh oldugunu
gosterecegiz.

M sinirsiz olsaydi, b herhangi bir sabit eleman olmak {izere,
d(yn,b) > n olacak sekilde sinirsiz bir (y,) dizisi icerirdi. Yakinsak bir altdizi-
nin smirh olmasi gerektiginden bu dizi yakinsak altdiziye sahip olmayabilir.
Bu da kabuliimiiz yanls oldugunu gosterir.

3.28. Teorem (Siirekli Doniisiim): X ve Y metrik uzaylar ve T: X - Y
stirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda, X'in kompakt bir M altkiimesinin T
altindaki goruintiisii de kompakttir.
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ispat: Kompakthgin tanimi geregi, T(M) C Y goriintiisiindeki her (y,)
dizisinin, T(M)'de yakinsayan bir altdiziye sahip oldugunu gostermek yeterli-
dir. y, € T(X) oldugundan, bir x,, € M igin, x,, € T(X,) yazabiliriz. M'nin kom-
pakt olmas1 nedeniyle, (x,) dizisi, M'de yakinsayan, bir (x, ) altdizisi igerir.
(Xp,)'nin gorintiisii ise, (y,)'in, T'nin siirekli olmasi ve siirekli dontsiim teo-
remi nedeniyle, T(M)'de yakinsayan bir altdizisidir. Dolayisiyla, T(M) kom-
pakttir. //

Bu teoremin 15181 altinda, stirekli fonksiyonlar i¢in analizden bildigimiz
bir 6zeligi metrik uzaylara aktaran bir sonucu cikartabiliriz.

3.3. Sonu¢ (Maksimum ve Minimum): Bir X metrik uzayinin kompakt
bir M altkiimesini, R'nin i¢cine doniistiiren stirekli bir T déniistimii, M'nin bazi
noktalarinda bir maksimum ve bir minimuma sahiptir.

ispat. T(M) c R, 3.28. teorem geregince kompakt olup, 3.27. teorem
uyarinca, kapal ve sinirlhidir. Dolayisiyla, inf T(M) € T(M) ve supT(M) € T(M)
yazilabilir. Bu iki noktanin ters gorintiileri ise, M'nin, Tx 'in, sirasiyla, mini-
mum ve maksimum degerlere ulastig1 noktalardir.

3.12. Tanim: Bir X metrik uzay: verilmis olsun. Eger, X'in her noktasi
kompakt bir komsuluga sahip ise, X'e yerel kompakt'tir denir.

Ornek: R, C,R" ve C" yerel kompakt oldugunu gosteriniz.

ALISTIRMALAR

1. x, = x olmasi i¢cin gerek ve yeter sart, x'in her V komsulugu igin,
n > ny oldukea, x,, € V olacak sekilde bir n, tamsayisinin var olmasidir. Gos-
teriniz.

2. Bir metrik uzayda, bir dizinin sinirlilig1 bu dizinin
a) Cauchy dizisi,
b) yakinsak olmasi
icin yeterli midir?
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3. d, ve d, aym1 X kiimesi tizerinde iki metrik ise ve her x,y € X icin,

ardi(xy) <d(xy) <b-di(xy)
olacak sekilde, pozitif a ve b sayilari varsa, (X, d1) ve (X, dz2)'deki Cauchy dizile-
rinin ayni oldugunu gdésteriniz.

4. X, x = (x;) seklindeki tiim sirali reel sayi ikililerinden olusan uzay ve
y = (y;) olmak iizere,

d(x,y) = maxjx, - |

olsun. (X, d) 'nin tam oldugunu gosteriniz.

5. A c ?,, ancak sonlu sayida sifirdan farkl terim igeren tiim x = (x;)
dizilerinden olusan bir alt uzay olsun.

a) A'da oyle bir Cauchy dizisi bulunuz ki, bu dizi A'de yakinsamasin ve
dolayisiyla A tam olmasin.

b) A uzayinin tam olmadigini 3.10. teoremi uygulayarak gosteriniz.

6.3,b € R ve a < b olsun. [a, b] kapali araliginin tamdir ama (a, b) agik
aralig1 R'nin tam olmayan bir alt uzayidir. Gosteriniz.

7. Tim reel sayilardan olusan kiimenin
d(x,y) = |arctanx — arctany|
ile tanimlanan metrik altinda tam olmayan bir metrik uzay olusturdugunu gos-
teriniz.

8. X, tim pozitif tamsayilar kiimesi ve d(x,y) = |% — %| olsun. (X, d)'nin

tam olmadigini gosteriniz.

9. C[a, b] stirekli fonksiyon uzayinda x(a) = x(b) sartini saglayan tim
x = C[a, b] fonksiyonlarindan olusan Y c C[a, b] altuzayinin tam oldugunu gos-
teriniz.
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10. [a, b] lizerindeKi siirekli fonksiyonlardan olusan bir (x,) dizisi [a, b]
lizerinde yakinsaksa ve [a, b] tizerindeki bu yakinsaklik diizgiin ise, limit fonk-
siyonu olan x de [a, b] lizerinde stureklidir. Gosteriniz.

11. Diskre metrik uzayin tam oldugunu gosteriniz.

12. s uzayinda (X,) = (X)) Ve X = (X;) olmak tlizere, x, — x olmast i¢in
gerek ve yeter sartin, her i i¢in, X;,) = x; oldugunu gosteriniz.

i=1

13. s uzayinda d(x,y)= i?[%] tanimlanan s dizi uzayinin tam

oldugunu gosteriniz.

14. Lokal stirekli fonksiyonlarda;
< (t):{n ; 0<t<n?
" t™/2; n?2<t<1
ile tanimlanan (x,) dizisi;

a) Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.
b) Bu Cauchy dizisinin yakinsak olmadigini gosteriniz.

15. X, her biri ancak sonlu sayida sifirdan farkli terim iceren tiim
x = (x;) reel dizilerinden olusan metrik uzay ve y = (y;) olmak {lizere,

d(x,y):Z|Xi—yi|olsun. Burada s6z konusu toplaman sonlu olduguna, fakat
i=1
terim sayisinin x ve y'ye bagh olduguna dikkat ediniz. x, = (Xjn)) ve
_(i?%;i=123,..,n
Xim = :i>n
olmak tizere tanimlanan (x,,) dizisinin;

a) Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

b) Bu Cauchy dizisinin yakinsak olmadigini gosteriniz.

16. Bir metrik uzay1 n, bir Y altuzay1 sonlu ¢oklukta noktadan olusuyor-
sa, Y 'nin tam oldugunu gosteriniz.
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17. X, tim rasyonel sayilar kiimesi ve d(x,y) = |x —y]| ise, (X, d)'nin
tamlanmisi nedir?

18. Bir X diskre metrik uzayinin tamlanmisi nedir?

19. X ve Y izometrik ve X tam ise, Y'nin de tam oldugunu gosteriniz.

20. T : X > Y siuirekli, tersi de stirekli, birebir ve orten ise X ve Y metrik
uzaylar1 homeomorfik'dir denir. Bu durumda

a) X ve Y izometrik iseler, bunlarin homeomorfik olduklarini gosteriniz.

b) Bir tam ve bir de tam olmayan metrik uzayin homeomorfik olabile-

cegini bir oérnekle aciklayiniz.

21. C[0, 1] ve C[a, b]'nin izometrik oldugunu gosteriniz.

22. (X, d) tamise, d; = % olmak uzere,

a) (X, d1) 'nin da tam oldugunu gosteriniz.

b) (X, d1) 'nin tamhiginin, (X, d) 'nin tamhgini gerektirdigini gosteriniz.

23. (xy) ve (yn), (X, d) 'de, limd(x,,y,)=0 gerceklestirecek ve x, = ¢

olacak sekilde iki dizi ise, (x',,) dizisinin yakinsak ve limitinin £ oldugunu gos-
teriniz.

24. (x,) ve (yn), (X, d) metrik uzayinda yakinsak ve ayni ¢ limitine sa-
hip iki dizi ise, limd(x,,y,)=0 bagintisini gerceklediklerini gosteriniz.
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25. (x,) ve (yn), (X, d) metrik uzayinda limd(x,,y,)=0 bagintisinin,

X'in elemanlarindan olusan tiim Cauchy dizilerinin kiimesi lizerinde bir denk-
lik bagintisi oldugunu gosteriniz.

26. (xp), (X, d)'de bir Cauchy ve X'de limd(x,,y,)=0 bagintisini ger¢ek-

liyorsa, (y,)'niin X'de bir Cauchy oldugunu gosteriniz.
27.R" ve C" 'in kompakt olmadigini gosteriniz.

28. Sonsuz c¢oklukta noktadan olusan bir X diskre metrik uzayinin
kompakt olmadigini gosteriniz.

29. R, 2 diizleminde, kompakt ve kompakt-olmayan e grilere 6rnekler
veriniz.

30. s dizi uzaynin sonsuz bir M altkiimesinin kompakt olmasi icin ge-
rek sart, her x = (xx(n)) € M i¢in, |x(n)| < y; olacak sekilde, y;,v, ... sayila-
rinin varligl oldugunu gosteriniz. (Bu kosulun, M 'nin kompakthgi icin yeterli
oldugu da gosterilebilir.).

31. Kompakt bir X metrik uzayinin yerel kompakt oldugunu gosteriniz.

32. X, kompakt bir metrik uzay ve M c X kapali ise, M'nin kompakt ol-
dugunu gosteriniz.

33. X ve Y iki metrik uzay, X kompakt ve T: X — Y doniisiimii birebir, or-
ten ve siirekli olsun. T'nin bir homeomorfizm oldugunu gosteriniz.
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