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4. BOLUM
NORMLU UZAY ve BANACH UZAYI

GIRIS ve VEKTOR UZAYI KAVRAMININ HATIRLATILMASI

Normlu uzaylar, bir vektér uzay: lizerinde tanimlanan metrik uzaylara
denir. Normlu uzayin tam olanlarina ise Banach uzay1 adini verilir. Bunun i¢in
once lineer cebir derslerinde tanimlanan vektor uzayini tekrar hatirlayalim,
sonra da bazi vektor uzayi 6rneklerini verelim.

4.1. Tanim: V # J ve V kiimesi K cismi lizerinde,
P:VXxV->YV
R:KXxV->V
islemleri tanimlansin. Eger (V,0,&) sistemi iizerinde,

V1) (V,@) sistemi degismeli grup,

V2) Her a € Kve her u,v € V kiimesi i¢in
aQuUdv)=@®Qu)d (bRv)

V3) Her a,b € Kve herv € V kiimesi i¢in
@Bb)RXv=>0@RAV)P (bRQV)

V4) Her a,b € Kve her v € V kiimesi i¢in
a®bRv)=@®b)Rv,

V5)HerveViginl Q@ v=y,

V1, V2, V3, V4 ve V5 aksiyomlarini sagliyorsa (V,,&) sistemi bir vektor uza-
yidir.

Ornek: R" = RX R x .. xR
= {(X1, X3, -, Xp): X1, X2, -, X € R}

kiimesi iizerinde toplama islemini

X = (Xq,X3, ., Xp) € R,y = (V1,V2, -, ¥n) € R®
olmak iizere

X+y =Xy, Xz o, Xn) + (Y1, Y2, -, ¥n) = X1 + ¥1,X2 + Y2, -, Xn + ¥n)
carpma islemini A € R i¢cin

}\ X = )\ ) (X1'X2' ...,Xn) = O\X1,7\X2, ...,}\Xn)
olarak Euclid uzayini tanimlayalim.
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R" - R bir vektor uzay1 oldugunu gosteriniz.

Cozim: V1) (R", +) degismeli grup mudur?

G1) Fonksiyon oldugundan kapalilik 6zelligine bakilmaya gerek yoktur.
G2)x,y,z € R" i¢in

X+ (y+2) = (X, Xg, 0, Xn) + (Y1, Y20 o, Yn) + (21,22, -0, Zn)
(X1, X9, e Xp) + (V1 + 21, V2 + Zo, oo, Vo + Z)

(X1 + (1 +21),x2 + (2 + 22), o, Xn + (Y + 2Zn))
= (X1 +y1) + 21, X2 +y2) + 23, o, Xn + Yn) + Zp)
= ((x1 +y1), &z +y2), oo, Kn +y0)) + (21,22, ., Zp)
= ((X1JX2' ""Xn) + (Y1' Y2, 'le)) + (Zl' Zy, ""Zn)
=(x+y)+z

oldugundan birlesme 6zelligi vardir.
G3) x = (X4,X3, ...,Xn), 0 = (0,0, ...,0) € R" icin

X+ 0 = (Xq4,Xy, ..., Xy) + (0,0, ...,0)
= (Xl + O,XZ + 0, ...,Xn + O)
= (Xq,Xp, o) Xp)
=X

dir. Benzer sekilde 0 + x = x gosterileceginden 0 = (0,0, ...,0) € R" birim (et-
kisiz) elemanidir.

G4) x = (X1,Xg, 0, Xn), X 1 = (x75, %58, ..., x571),0 = (0,0, ...,0) € R" icin
x+x1=0
(X1, Xp, -, Xp) + X714, x51, x5 D) = (0,0, ...,0)
x; +x714x, +x31, 0, %, +x31) = (0,0, ...,0)
X1 +x71=0,%+x1=0,.,%,+X3:=0

-1 _ -1 _ -1 _
X1 = =X, X3 = —Xp,..,Xp = —Xp
oldugundan x7! = (x;1,x;%,..,x;1) ifadesi —x = (—x;,—Xy,..,—X,) olur.
Benzer sekilde x4+ x = 0 gosterileceginden —x = (—xXq, —Xy, ..., —X) ters

eleman olur.

G2) x,y € R" i¢in
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X+y=(X,Xz o, Xn) + (Y1, Y25 o) Yn)
= (X1 + Y1, X2 + Y2, s Xn + ¥n)
= (y1 + X1, ¥2 + X2, ., ¥n + Xp)
= (Y1, Y25 = ¥Yn) + (X1, X2, -, Xp)
=y+x

olup degismelidir. Buna gore (R", +) degismeli gruptur.

olur.

olur.

olur.

V2) A € R, x,y € R" icin

}\(X + Y) = }\((XDXZ' '"an) + (Y1l YZ' IYH))
=AMx1 +y1,%X2 + Y2, s Xn + Yn)
= (A(x1 + y1), A(Xz2 + ¥2), s A(Xp + ¥n))
= (Ax; + Ay, AX, + Ay, ..., AX, + Ayy)
= (AX1,AXg, ..., AXp) + Ay, AYo, oo, AVR)
= A(X1,Xz, -y Xn) + A(Y1, Y25 s Yn)
= AX + Ay

V3) A, u € R, x € R"icin

(}\ + I“l)X = ()\ + H)(prz» "'an)
= AM(Xq1,Xg, o) Xp) + H(Xq, Xg, oy Xp)
= (}\Xp)\le ')\Xn) + (HXL X2, woe) an)
= (Axq + uxq, AXy + Xy, oo, AXp + UXp)
= (}\Xp)\le i)\Xn) + (HXL X2, woe) an)
= AM(X1,Xg, ) Xp) + H(Xq, X3, ey Xp)
= AX + px

V4) A, u € R, x € R"icin

(}\ ) U)X = (}\ ) U)(XLXZ; ""Xn)

(A WXy, A WX, e, (- X)
= O\(H ) X1)’7\(H ) XZ)' ,7\(11 ) Xn))
= 7\(H(XLXZ' 'Xn))

= Ak x)

V5) x € R" icin

1-x=1"(Xq,Xp, ..., Xp)
=(1-x,1"%5,...,1°%,)
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= (Xq1,X2, -, Xp)
=X
olur. O halde R" kiimesi R de bir vektor uzayidir.

Ornek: C" = {(x4,X3, ", X,): Vi=1,2,---,n,%; € C} tiim sirali kompleks
sayilarin kiimesi bir 6nceki 6rnekte gibi tanimlanmistir. Bu C" kiimesi C de bir
vektor uzayidir.

Bu 6rnegin ¢6zlimi bir dnceki érnege benzediginden okuyucuya bira-
kilmistir.

Ornek (C[a, b] uzay1): Her n icin [a, b] iizerinde siirekli, reel degerli bir
fonksiyondur. Bu tiirdeki tiim fonksiyonlarin kiimesi,

x+y)([® =x() +y®

Ax)(t) =A-x(t), (AER)
cebirsel islemleri altinda, reel bir vektor uzayi olusturur.

Cozliim: x ve y, [a,b] lizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlar ve A
reel bir katsay1 olmak tizere, x + y ve Ax fonksiyonlar1 da [a, b] lizerinde siirekli
ve reel degerli birer fonksiyondur. Soyle ki;

Her t, € [a,b] de keyfi bir nokta olsun. x,y € C[a,b] de herhangi iki
fonksiyon olsun. Bu takdirde Ve> 0 icin 38,(¢) € Rt vardir oyle ki
0 < |t —to| < &, sartin1 saglayan her ticin

IX(0) = x(to)| < 5
kalir. Benzer sekilde V € > 0 icin 3 8,(¢) € R* vardir 6yle ki 0 < |t —ty| < &,
sartini saglayan her t igin

Iy(®) — y(to)| < 5
kalir. 6 = min(§4, §,) olmak iizere 0 < |t — ty| < § sartini saglayan her ticin
|x+y)(®O — &+ y)(to)| = [x(1) + y(t) —x(to) — y(to)l
< [x(t) —x(to)| + [y(t) — y(to)

€ €
<§+§
=&

elde ederiz ki bu bize x + y fonksiyonu t, da siireklidir. t, keyfi oldugundan
[a, b] siireklidir. Bu ylizden x + y € C[a, b] dir.

X stirekli bir fonksiyon ve A skalerle carpmasi stirekli oldugundan AX'de
stireklidir. Gergekten;
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A = 0ise AX = 0 - X = 0 oldugundan AX stireklidir.

A # 0ve A € Rise x € C[a, b] de keyfi bir eleman olarak alinirsa V€ > 0
icin 3 8(¢) € R* vardir 6yle ki 0 < |t — to| < & sartin1 saglayan her ticin

Ix() — x(t0)] <

kalir. Bu ylizden 0 < [t — to| < & sartini saglayan her t i¢in
|(Ax) () = Ax) (to)| = [Ax(t) — Ax(to)
< [Al t (1) —x(to)|
< |A| W =€
=€
elde ederiz ki bu bize AX, t, da stireklidir. t, keyfi oldugundan [a, b] stireklidir.
Bu ylizden Ax € C[a, b] dir.

Su halde C[a, b] toplama ve skalerle carpmaya gore kapalidir.

Vektor uzayinin diger sartlar1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek (B(A) uzayi): Bir A kiimesi iizerinde taniml biitiin sinirh fonk-
siyonlar B(A) olmak tlizere R lizerinde tanimlanan biitiin diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin uzayy, [a,b] de tanimli biitiin reel degerli vektor uzayidir.

Cozim: B(A) = {f|f: A - R, sup|f(t)|,t € A}

Her x,y € B(A) i¢cin K, =sup |X(t)|<oo ve K, =sup |y(t)|<oo yazabiliriz. Her
teA teA

t € Aigin
Ix(®] <Ky ve ly(®] <K,
olur. Buradan da her t € A i¢gin
1x() +y(®O] = |x(©) + y(O] < [x(O] + [y(®)]
elde edilir. Her iki tarafin t € A i¢in supremumunu alirsak,
sup|x(t) +y(O)| < sup{[x(D] + [y(D}
< sup[x(t)| + sup|y (D]
<K;+K,;
sup[x(t) +y(D] < o0
elde ederiz ki bu bize x + y sinirli oldugunu gosterir. Yani x + y € B(A) dir.

Diger taraftan her t € A icin
sup|(Ax) ()| = sup{[A||x(D[} = || sup|x(t)]

elde ederiz ki bu bize Ax sinirli oldugunu gosterir. Yani Ax € B(A) dir.
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Bu yiizden de B(A) uzay1 toplama ve skalerle carpmaya gore kapalidir.

Vektor uzayinin diger sartlar1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek (£, Uzayi): £, uzayinda bir vektor uzayidir.

Cozim: V x = (x,),y = (y,) € £, icin

o0

Slx,[ < ve Dy, <oo
n=1

n=1

oldugundan Minkauski esitsizliginden

S, ey, = S+
n=1 n=1 n=1

yazilabilir ki bu bize x,y € ¥, oldugunu gosterir. Diger taraftan V x = (x,) € ¥,
ve A € Kicin
=)\ Z

o0
>,
n=1 n=1

olup Ax € £, olur. Dolayisiyla ¢, toplama ve carpmaya gore kapaldir.

2
<

X

n

Yn

2 2
<00

Xl’l

Vektor uzayinin diger sartlar1 okuyucuya birakilmistir. //

Lineer bagimhlik-lineer bagimsizlik tanimlar: lineer cebir derslerinde
anlatilmisti. Burada bir 6rnek ile konuyu hatirlayalim.

Ornek: Gosteriniz Ki,
x; : [a,b] = R, x;(t) =t
ile tanimlanan {x4, X5, ..., Xy } kiimesi C[a, b] uzayinda lineer bagimsiz vektorle-
rin kiimesi oldugunu gosteriniz.

Cozim: t € C[a,b],x;(t) € R,x; € C[a,b] ve o € [a,b] i¢cin

01X, (V) + X, (B) + -+ apxy, () =0

ot + apt? + o+ ot = (1D
yazilabilir. (1) ifadesinin tiirevi alirsak
oy + 205t + -+ not" =0 (2)

olur. (1) ifadesi her t dogru oldugundan t = 0 iginde dogru olup (2) ifadesinin
a; = 0 bulunur. Ayni sekilde 2. tiirevi alinirsa a, = 0 olur. Bu ifade n defa tii-
revi alinirsa a, = 0 oldugu gosterilir.
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Eger [a, b] sifir1 icermiyorsa yani t # 0 ise o zaman

ot + apt? + -+ o t" =0

't 0 0 -+ O0|la,] [O]
0ttt 0 - 0]la, 0
<0 0 2 - 0flag|=|0
00 0 - t'|[o,]| [O] (3)
elde ederiz. (3) den dolay1 a; = a, = - = a,, = 0 olabilmesi i¢in bu sistemin

asikar olan ¢ozlimlerinin olmasi gerekir. Asikar ¢6ziim olmasi i¢in homojen
sistemin katsayilar determinanti sifirdan farkli olmasi gerekir. t # 0 oldugun-
dan

t 0 O 0
0 t* 0 0

det|/0 0 ¢° 0 l=t-t?- 2.t =t"/2 1
_O o o0 .- t"

olur. Bu ytlizden de (3) sistemin cozimleri asikar ¢oziimdur. O halde C[a, b]
deki x; polinomlarin {X;, X5, ..., X, } klimesi lineer bagimsizdr.

NORMLU UZAY ve BANACH UZAYI KAVRAMI

Norm kavrami lineer cebir derslerinde verilmisti. Norm kisaca vektor-
lerin uzunluklarina denilmisti. Simdi burada vektorlerin metrik olmasina
normlu uzay ve tam metrik uzay olmasina Banach uzay1 ad1 verecek kavramlar
tizerinde duralim.

4.2. Tanim: X # J bir vektor uzayi olsun.

II]l: X - R* U {0}
x = 1) = [Ixll

biciminde tanimlansin. K bir cisim o € K ve her x,y € Xi¢in

(ND) |Ixl]l=0<=x=0

(N2) floll = lal Il

(N3) |lx+yll < lIx|l + [lyll (Usgen esitsizligi)
aksiyomlarini sagliyorsa ||-|| fonksiyonu X vektori tizerinde bir norm fonksi-
yonudur. (X, ||-]) ikilisine de normlu uzay denir. K cismindeki degerlerin vek-
torlerde skalere karsilik geldigini hatirlayalim.
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1

Ornek: [x]= I|X(t)|dt fonksiyonu bir normlu uzaydir.
0

Cozim: Herx,y € Xve a € Ricin;

1
(N1) |[x]| = 0 ise I|X(t)|dt =0 olmasi i¢in t € [0,1] aralifinda olmasi i¢in
0
|x(t)] = 0 olmasiyla miimkiindiir. Buna gore x =0 dir. Tersine x =0 ise

1
t € [0,1] i¢in |x(t)| = 0 olup I|X(t)|dt =0 dir. Su halde ||x|| = 0 olur.
0
1 1
(N2) Jox] = [lox(t)de = fx(t)dt = a|x]
0 0

1 1 1
(N3) [x+y] = [[x(0)+y(t)de < [jx(o)de+ [ly(olde =[] +[y]
0 0 0
elde edilir.

O halde (R, ||*]|) bir normlu uzaydir.

n 1/p
Ornek: p > 1 olmak lizere R" iizerinde ||X||p =(Z|Xi|pj ile taniml |||
i=1
fonksiyonunun bir norm oldugunu gosteriniz.

Coziim: Her x,y € R" ve a € R icin;

(N1) |Ix|l = 0 olsun. O halde Z|Xi|p =0 olupherj=1,2,..,nicinx; =0
i=1
gerceklenir. O halde x = 0 dir. Tersine x = 0 ise ||x|| = 0 oldugu agiktir.

1/p

n 1/p n
02y o, ~{ x| = St | =l

(N3) Minkowski esitsizliginden
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n 1/p n e 7, 1/p
p p p

e Y RET RE D YT D o TR
elde edilir.

0 halde (R", ||-||) bir normlu uzaydir.

Ornek: ¢, = {(x,):sup|x,| < oo,n = 1,2,3,...} uzay lizerinde tanimla-
nan

IIx|| = {sup|x,|,n =123, ...}

fonksiyon bir normdur.

Coziim: Her x,y € ., ve a € R icin;

(N1) |Ix|l = 0 olsun. Bu takdirde sup|x,| = 0 oldugundan her n icin
0 < |x,| < 0 dir. O halde x = (x,) = 0 bulunur.

Tersine x = (x,) = 0 ise sup|x,| = 0 oldugundan ||x|| = 0 oldugu ag¢ik-

tir.
(N2) Her n i¢in sup|x,| < oo oldugundan
lax|| = suplaxy| = || sup| x| = loc Il
yazilabilir.

(N3) Her n i¢in sup|x,| < o0 oldugundan

lIx + yll = suplxy + ynl < sup{| xy| + yn} < suplxy| + suply,| = lIxI| + llyll
bulunur.

O halde (£, |I*]l) bir normlu uzaydir.
Ornek: C[a, b] siirekli fonksiyon uzayi lizerinde tanimlanan
x|l = {max|x(t)],t € I}

fonksiyon bir normdur.

Bu 6rnegin ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

4.1. Teorem: (X, ||*||) normlu bir uzay, her x,y € X i¢in

HIxIl = llylll < [Ix =yl
dir.
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ispat: Her x,y € X icin (N3) aksiyomundan
Iyl = lly —x+xIl < |ly —xII + [Ixl|
olup buradan
Iyl = lIxIl < lly — xIl
gerceklenir. Benzer sekilde ||x|| — |ly]| < |ly — x|| de elde edilebilir. Bu iki esit-
sizlikten ise

Hixll = llylll < llx = yli
oldugu goriliir.

4.1. Not: Bazi kitaplarda normlu uzay tanimlarinda (N4) aksiyomu ola-
rak [|x|| > 0 verilmektedir. Halbuki metrik uzay tanimindan d(x,y) > 0 her
zaman yazilabilir. Bu ylizden normlu uzaylarda da ||x|| > 0 gerekmemektedir.

4.2. Teorem: Metrik uzay iizerinde gecerli olan biitiin 6zellikler aym
zamanda normlu uzaylar i¢in de gecerlidir.

ispat: X bir normlu olsun. d:X X X = R,d(x,y) = ||x — y|| seklinde ta-
nimlayalim. Bu fonksiyonu metrik fonksiyonunun sartlarini sagladigini goste-
relim.

(M1)d(xy) = llx—yll = Oisex =y

M2)d(x,y) = llx =yl = [(DF =0l = lly = x|l = d(y,x)

(M3)
dx,z) =lx—zll =llx—y+y—zll < llx—z| + lly — xl| = d(x,y) + d(y, 2)

O halde her normlu uzay ayni zamanda bir metrik uzaydir.

4.3. Teorem: Normlu bir X uzay1 iizerinde bir norm tarafindan doguru-
lan bir d metrigi, 6teleme degismezligi adi verilen asagidaki iki 6zelligi gercek-
ler: Her x,y,z € X ve her a skaleri i¢in

) dx+zy+2z)=dxy)

i) d(ax, ay) = |ald(x,y)
olur.

ispat: Bir d metrigi tizerinde X normlu uzay1 taniml olsun.

i) Herx,y,z € Xicin
dx+zy+z) =[x+ -+l =Ilx-yl=dxy)
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olur.

ii) Her x,y € X ve her a skaleri i¢in
d(ax, ay) = [ax — ay|l = llax =)l = lalllx =yl = lald(x, y)
elde edilir.

4.2. Not: Bu 6nerme tek taraflidir. Yani 6teleme degismezligini gercek-
leyen bir metrik normdan iretilmistir denilemez. Bu 6nerme ile 6teleme de-
gismezligi sartlarindan en az birini ger¢eklemeyen bir metrigin normdan elde
edilmedigi soylenebilir.

Ornek: X # {0} vektdr uzayi iizerinde tanimh diskre metrigi norm de-
gildir.

Cozim: x # y olacak sekilde x,y € X ve a # 0 ve a # 1 olacak sekilde
bir a skaleri alalim. x # y oldugundan ax # oy olup

d(ax, ay) =1 # |ald(x,y) = |«
bulunur. O halde 6teleme degismezligi ger¢ceklesmediginden d metrigi norm
olamaz.

4.4. Teorem: Norm fonksiyonu streklidir.

ispat: ||| : X » R* U {0} fonksiyonu bir norm fonksiyonu olsun. Bir
X € X alalim. Bu fonksiyonu X tlizerinde siirekli oldugunu géstermek i¢cin keyfi bir
Xo € Xyerinde sturekli oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in V € > 0 i¢in
18>0 3 [[x=x0ll <8iselllx]] = lIxolll <€
oldugunu gostermek yeterlidir.

x|l = llx — %o + Xoll < lIx = x|l + [Ixoll
Il = [Ixoll < lIx = %ol (1)
%ol = lIxo — x + x| < llxo — x|| + [|x]]
1ol — IxIl < Ix — %ol (2)
(1) ve (2)'den ||Ix]| = lIxolll < lIx — x0ll < & = € alirsak ||-|| fonksiyonu x, € X

noktasinda siireklidir. x, keyfi oldugundan ||-||, X'de stireklidir.
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Stefan Banach
30 Mart 1892, Krakow, Polonya - 31 Agustos 1945, Lviv, Ukrayna

4.3. Tanim: X normlu lineer uzay olsun. Eger X norm metrigine gére tam
ise X’ e Banach Uzayi denir.

R, (Cn,foo,fz,{’p, C[a, b] birer Banach uzaylaridir. Ciinkii bu fonksiyon-
larin bir kisminin normlu uzay olduklarini yukarida gosterdik. Ayrica tanimla-
nan fonksiyonlarin tam olduklarini bir 6nceki konularda inceledik. Dolayisiyla
bu fonksiyonlar birer Banach uzayidir. //

Simdi tam olmayan ama tamlastirabilecegimiz bir 6rnek verelim.

Ornek (L,[a, b]) Uzayz: [a, b] iizerindeki tiim siirekli, reel degerli fonk-
siyonlardan meydana gelen vektor uzayi

b 2
x| = (Ixz(t)dt} (1)
ile tanimlanan fonksiyon norm altinda, normlu bir X uzay1 olusturur. Bu uzay
tam degildir. Ornegin, [a,b] = [0,1] ise, X uzay1 bir Cauchy dizisi olup olmadi-
gin1 inceleyelim. n > m icin,

X, = Xn —j[x (£) =%, (t)] dt_w 1 1
3mn

3m 3n

yazabiliriz. Tammlanan bu Cauchy dizisi yakinsak degildir. Ama ele aldigimiz X
uzayini tamlastirilabilir. S6yle ki herhangi bir, sabit p > 1 sayisi i¢in, [a, b] lize-
rinde tanimly, tiim stirekli ve reel degerli fonksiyonlardan olusan ve

b 1/p
||x||p=[ﬂx(t)r’dt}
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ile tanimlanan norma sahip, normlu uzayin tamlastirilir. Bu Banach uzayina
L,[a,b] uzayr ad1 verilir. Buradaki p indisi, tanimlanan normun, sabit olarak
korunan p sayisinin se¢imine bagli oldugunu hatirlatmak amaciyla konulmus-
tur. p = 2 igin, (1) 'yi verdigi aciktir. //

Burada aklimiza séyle bir soru gelebilir: "Bir vektor uzay tizerindeki
her metrik bir normdan elde edilebilir mi?" bu sorusunun cevabi "Hayir" dir.
Simdi bu soruyu ispatlayacak bir 6rnek verelim.

Ornek: s dizi uzayin hatirlayalim. s bir vektér uzaydir. Fakat, bunun
uzerinde,
S X _Yi|
d(x,y)= . |
;21|1+|xi yil

ile tanimlanan metrikten bir normdan elde edilemez.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. x'in normu olan, ||x|| buytkligiiniin, x'den 0'a kadar olan uzaklik ol-
dugunu gosteriniz.

Normun tanimindan bu soru ¢6ziilebileceginden okuyucuya birakilmisg-
tir.

2. X,x = (x4,%,) seklindeki tiim siral reel sayi ciftlerinden olusan vek-
tor uzayi olsun. X tizerindeki normlarin,

a) |Ixlly = Ixq| + %]

b) [Ixll; = (x§ +x3)*/?

) lIxllo = max{|x4], |x;[}
ile tanimlandigini gésteriniz.

Cozim: c)

(N1) [Ix]le = 0 = max{|x4],|x2]} =0
= max|x;| = |x;]| ve max|x,| = |x]
= |x;| < 0 ve |x,| < 0 (maksimumlari 0 oldugundan)
=>x; =0vex, =0
=x = (X4,X,) =(0,0)=0

(N2)x,a € R
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x|l o = max{|ax4|, |ox, |}
= max{|o||x4], |a||x; [}
= |a| max{|x4], |X,|}
= ol [Ixll oo

(N3)x,y,a € R

Ix + ylloo = max{|x; +y1l, X, +y21}
maksimum tanimindan

i) Ix; +y1l =[x, +y,| ise
Ix + ylloo = X1 + ¥4l

< |x4] + [yal
< max{|x, |, [x2} + max{lyi|, ly.I}
= IXlleo + ll¥ll oo

ii) [x1 +y1l < [x2 +y,| ise
Ix + ¥l = %2 + 2l

< |x2] + |yl
< max{|x, |, [x2} + max{lyi|, ly.I}
= x|l + Iyl o

(i) ve (ii) den [[x + ylloo < X[l + llyllc olur.

O halde (R, [|*]]) bir normlu uzaydir.

3. Normlu bir (X, ||*||) uzayinda S(0,1) = {x € X : ||x|| = 1} kiiresine bi-
rim kiire ad1 verilir. R? de ||x||,, = max{|x,], |x,|} ile tanimli norm veriliyor.
(R?, ||“|le) uzayinda S(0,1) birim kiiresini belirleyiniz.

Cozim: ||x|]| = 1 olsun. O halde max{|x,|, |x,|} = 1 olur. Bu durumda
S(0,1) kiiresi

{x€ER?: x; =F1,-1<x, <1}
kiimesi ile

xXeER?: x, =F1,-1<x, <1}
kiimelerinin birlesimidir. Bu ise merkezi orijinde bulunan birim karenin ke-
narlaridir.

4. Normlu bir X uzayinda,
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B(0,1) ={xeX: x|l <1}
kapal birim yuvarinin konveks oldugunu gosteriniz.

Cozim: x,y € B(0,1) ve Xde B(0,1) < X olsun. Bu takdirde
M={zeXiz=ax+(1—-a)y,0<a<1}cB(0,1)
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in x,y € B(0,1),z=ax+ (1 —a)y,0<a<1
olmak iizere ||z|| < 1 oldugunu gostermeliyiz.

X,y € B(0, 1) oldugundan ||x|| < 1 ve ||ly|| < 1 oldugu agiktir. Bu yiizden
de X bir ||*|| oldugundan (N2) ve (N3) aksiyomundan dolay1

llzll = lJax + (1 — &)yl
< lloxll + 11 = )yl
= lalllxll + |1 = alllyll
<la|-1+|1—a|-1
=1
elde edilir. O halde z € M ise z € B(0,1) olur. Buise M c B(0,1) dir. Bu yiizden
de B(0,1) bir komveks kiimedir.

5. Normlu bir X uzayinda bir M altkiimesinin sinirli olmasi icin gerek ve
yeter sart, her x € M igin, ||x|| < c olacak sekilde, pozitif bir c sayisinin var ol-
masidir.

Metrik uzaylarda simirlilik tanimlar1 ve teoremleri yapilmisti. Normlu
uzaylar 6zel metrik uzay oldugundan metrik uzay kavraminda oldugu gibi so-
rular ¢ozilir.

6. Gosteriniz ki @(x) = (y/|x;1| + v/|x2|)? fonksiyonu reel sayilarin tiim
x = (X4, X) swrali ikililerin uzay1 tizerinde bir norm belirlemez.

Cozim: Norm uzayr olmadigini gostermek i¢in (N3) aksiyomunu sag-
lamadigin1 gosterelim. Bunun icin x = (1,9),y = (8,7) ile verilen R? de iki
siralr ikili icin

o(x+y) = I1+8++/19+7)? =49

@) = (/I ++/19])* = 16

@) = (/18I +17D)*(V8 +V7)? = 29,96

49 £ 16 + 29,96
ex+y) £ o)+ o)
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oldugunu gosterir ki, bu bize ¢ fonksiyonun R? de bir norm olmadigini goste-
rir.

7. Eger d bir normdan elde edilen bir vektdr uzayi lizerinde bir metrik
ve

dix,y)+1, x#
dy) = {10V 7L X7

seklinde tarif edilsin. d; bir norm belirlemez.

Cozim: d, (x,y) nin 4.3. teoremi sagladigini1 gostermeliyiz.

_(d(ax,ay) +1, ax # ay
d, (ax, ay) —{ 0, ax = ay
_(lald(x,y) +1, ax # ay
_{ 0, ax = ay
_(laldxy)+1, x#y
_{ 0, X=y

1
_ Ial{d(x’y)-l_ﬁ’ X#Y
0, X=y

d; (ax, ay) # |ald; (x,y)
bulunur. O halde d,, X ilizerinde tanimlanan metrikten elde edilen metrik de-
gildir.
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