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4. BÖLÜM 
NORMLU UZAY ve BANACH UZAYI 

 
 
 
 

GİRİŞ ve VEKTÖR UZAYI KAVRAMININ HATIRLATILMASI 
 

Normlu uzaylar, bir vektör uzayı üzerinde tanımlanan metrik uzaylara 
denir. Normlu uzayın tam olanlarına ise Banach uzayı adını verilir. Bunun için 
önce lineer cebir derslerinde tanımlanan vektör uzayını tekrar hatırlayalım, 
sonra da bazı vektör uzayı örneklerini verelim. 
 
 
 4.1. Tanım: V ≠  ve V kümesi K cismi üzerinde, 
  ⊕: V × V → V 
  ⊗: K × V → V 
işlemleri tanımlansın. Eğer (V,⊕,⊗) sistemi üzerinde, 
 
 V1) (V,⊕) sistemi değişmeli grup, 
 V2) Her a ∈ K ve her u, v ∈ V kümesi için 

 a ⊗ (u ⊕ v) = (a ⊗ u) ⊕ (b ⊗ v) 
 V3) Her a, b ∈ K ve her v ∈ V kümesi için 

(a ⊕ b) ⊗ v = (a ⊗ v) ⊕ (b ⊗ v)  
 V4) Her a, b ∈ K ve her v ∈ V kümesi için 

a ⊗ (b ⊗ v) = (a ⊗ b) ⊗ v, 
 V5) Her v ∈ V için 1 ⊗ v = v, 
 
V1, V2, V3, V4 ve V5 aksiyomlarını sağlıyorsa (V,⊕,⊗) sistemi bir vektör uza-
yıdır. 
 
 
 Örnek: ℝn = ℝ × ℝ × … × ℝ  
           = {(x1, x2, … , xn): x1, x2, … , xn ∈ ℝ} 
kümesi üzerinde toplama işlemini 
 x = (x1, x2, … , xn) ∈ ℝn, y = (y1, y2, … , yn) ∈ ℝn 
olmak üzere 
 x + y = (x1, x2, … , xn) + (y1, y2, … , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, … , xn + yn) 
çarpma işlemini λ ∈ ℝ için 
 λ ∙ x = λ ∙ (x1, x2, … , xn) = (λx1, λx2, … , λxn) 
olarak Euclid uzayını tanımlayalım. 
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 ℝn → ℝ bir vektör uzayı olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm: V1) (ℝn, +) değişmeli grup mudur? 
 
 G1) Fonksiyon olduğundan kapalılık özelliğine bakılmaya gerek yoktur. 
 
 G2) x, y, z ∈ ℝn için  
 
 x + (y + z) = (x1, x2, … , xn) + ((y1, y2, … , yn) + (z1, z2, … , zn)) 
           = (x1, x2, … , xn) + (y1 + z1, y2 + z2, … , yn + zn) 
           = (x1 + (y1 + z1), x2 + (y2 + z2), … , xn + (yn + zn)) 
           = ((x1 + y1) + z1, (x2 + y2) + z2, … , (xn + yn) + zn) 
           = ((x1 + y1), (x2 + y2), … , (xn + yn)) + (z1, z2, … , zn) 
           = ((x1, x2, … , xn) + (y1, y2, … , yn)) + (z1, z2, … , zn) 
           = (x + y) + z 
 
olduğundan birleşme özelliği vardır. 
 
 G3) x = (x1, x2, … , xn), 0 = (0,0, … ,0) ∈ ℝn için  
 
 x + 0 = (x1, x2, … , xn) + (0,0, … ,0) 
             = (x1 + 0, x2 + 0, … , xn + 0) 
             = (x1, x2, … , xn) 
             = x 
 
dir. Benzer şekilde 0 + x = x gösterileceğinden 0 = (0,0, … ,0) ∈ ℝn birim (et-
kisiz) elemanıdır. 
 
 G4) x = (x1, x2, … , xn), x−1 = (x1

−1, x2
−1, … , xn

−1), 0 = (0,0, … ,0) ∈ ℝn için  
 
 x + x−1 = 0 

(x1, x2, … , xn) + (x1
−1, x2

−1, … , xn
−1) = (0,0, … ,0)  

              (x1 + x1
−1, x2 + x2

−1, … , xn + xn
−1) = (0,0, … ,0) 

 x1 + x1
−1 = 0, x2 + x2

−1 = 0, … , xn + xn
−1 = 0 

 x1
−1 = −x1, x2

−1 = −x2, … , xn
−1 = −xn 

 
olduğundan x−1 = (x1

−1, x2
−1, … , xn

−1) ifadesi −x = (−x1, −x2, … , −xn) olur. 
Benzer şekilde x−1 + x = 0 gösterileceğinden −x = (−x1, −x2, … , −xn) ters 
eleman olur. 
 
 G2) x, y ∈ ℝn için  
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 x + y = (x1, x2, … , xn) + (y1, y2, … , yn) 
            = (x1 + y1, x2 + y2, … , xn + yn) 
            = (y1 + x1, y2 + x2, … , yn + xn) 
            = (y1, y2, … , yn) + (x1, x2, … , xn) 
            = y + x 
 
olup değişmelidir. Buna göre (ℝn, +) değişmeli gruptur. 
 
 V2) λ ∈ ℝ, x, y ∈ ℝn için 
 
 λ(x + y) = λ((x1, x2, … , xn) + (y1, y2, … , yn)) 
                  = λ(x1 + y1, x2 + y2, … , xn + yn) 
                  = (λ(x1 + y1), λ(x2 + y2), … , λ(xn + yn)) 
                  = (λx1 + λy1, λx2 + λy2, … , λxn + λyn) 
                  = (λx1, λx2, … , λxn) + (λy1, λy2, … , λyn) 
                  = λ(x1, x2, … , xn) + λ(y1, y2, … , yn) 
                  = λx + λy 
olur. 
 
 V3) λ, μ ∈ ℝ, x ∈ ℝn için 
 
 (λ + μ)x = (λ + μ)(x1, x2, … , xn) 
                  = λ(x1, x2, … , xn) + μ(x1, x2, … , xn) 
                  = (λx1, λx2, … , λxn) + (μx1, μx2, … , μxn) 
                  = (λx1 + μx1, λx2 + μx2, … , λxn + μxn) 
                  = (λx1, λx2, … , λxn) + (μx1, μx2, … , μxn) 
                  = λ(x1, x2, … , xn) + μ(x1, x2, … , xn) 
                  = λx + μx 
olur. 
 
 V4) λ, μ ∈ ℝ, x ∈ ℝn için 
 
 (λ ∙ μ)x = (λ ∙ μ)(x1, x2, … , xn) 
                  = ((λ ∙ μ)x1, (λ ∙ μ)x2, … , (λ ∙ μ)xn) 
                  = (λ(μ ∙ x1), λ(μ ∙ x2), … , λ(μ ∙ xn)) 
                  = λ(μ(x1, x2, … , xn)) 
                  = λ(μ ∙ x) 
olur. 
 
 V5) x ∈ ℝn için 
 
 1 ∙ x = 1 ∙ (x1, x2, … , xn) 
          = (1 ∙ x1, 1 ∙ x2, … ,1 ∙ xn) 
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          = (x1, x2, … , xn) 
          = x 
olur. O halde  ℝn kümesi ℝ de bir vektör uzayıdır. 
 
 
 Örnek: ℂn = {(x1, x2, ⋯ , xn): ∀ i = 1,2, ⋯ , n, xi ∈ ℂ} tüm sıralı kompleks 
sayıların kümesi bir önceki örnekte gibi tanımlanmıştır. Bu ℂn kümesi ℂ de bir 
vektör uzayıdır. 
 
 Bu örneğin çözümü bir önceki örneğe benzediğinden okuyucuya bıra-
kılmıştır. 
 
 

Örnek (C[a, b] uzayı): Her n için [a, b] üzerinde sürekli, reel değerli bir 
fonksiyondur. Bu türdeki tüm fonksiyonların kümesi, 

(x + y)(t) = x(t) + y(t)  
(λx)(t) = λ ∙ x(t),     (λ ∈ ℝ)  

cebirsel işlemleri altında, reel bir vektör uzayı oluşturur.  
 

Çözüm: x ve y, [a, b] üzerinde sürekli ve reel değerli fonksiyonlar ve  
reel bir katsayı olmak üzere, x + y ve x fonksiyonları da [a, b] üzerinde sürekli 
ve reel değerli birer fonksiyondur. Şöyle ki; 
 
 Her t0 ∈ [a, b] de keyfi bir nokta olsun. x, y ∈ C[a, b] de herhangi iki 
fonksiyon olsun. Bu takdirde ∀ ε > 0 için ∃ δ1(𝜀) ∈ ℝ+ vardır öyle ki 
0 ≤ |t − t0| < δ1 şartını sağlayan her t için 

  |x(t) − x(t0)| <
ε
2

 

kalır. Benzer şekilde ∀ ε > 0 için ∃ δ2(𝜀) ∈ ℝ+ vardır öyle ki 0 ≤ |t − t0| < δ2 
şartını sağlayan her t için 

  |y(t) − y(t0)| <
ε
2

 

kalır. δ = min(δ1, δ2) olmak üzere 0 ≤ |t − t0| < δ şartını sağlayan her t için 
 |(x + y)(t) − (x + y)(t0)| = |x(t) + y(t) − x(t0) − y(t0)| 
             ≤ |x(t) − x(t0)| + |y(t) − y(t0)| 

             <
ε
2

+
ε
2

 

             = ε 
elde ederiz ki bu bize x + y fonksiyonu t0 da süreklidir. t0 keyfi olduğundan 
[a, b] süreklidir. Bu yüzden x + y ∈ C[a, b] dir. 
 
 X sürekli bir fonksiyon ve  skalerle çarpması sürekli olduğundan X’de 
süreklidir. Gerçekten; 
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  = 0 ise X = 0 ∙ X = 0 olduğundan X süreklidir. 
 
  ≠ 0 ve λ ∈ ℝ ise x ∈ C[a, b] de keyfi bir eleman olarak alınırsa ∀ ε > 0 
için ∃ δ(𝜀) ∈ ℝ+ vardır öyle ki 0 ≤ |t − t0| < δ şartını sağlayan her t için 

  |x(t) − x(t0)| <
ε

|λ|
 

kalır. Bu yüzden 0 ≤ |t − t0| < δ şartını sağlayan her t için 
 |(λx)(t) − (λx)(t0)| = |λx(t) − λx(t0)| 
               ≤ |λ| + |x(t) − x(t0)| 

               < |λ|
ε

|λ|
= ε 

               = ε 
elde ederiz ki bu bize X, t0 da süreklidir. t0 keyfi olduğundan [a, b] süreklidir. 
Bu yüzden λx ∈ C[a, b] dir. 
 
 Şu halde C[a, b] toplama ve skalerle çarpmaya göre kapalıdır. 
 
 Vektör uzayının diğer şartları okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 

Örnek (B(A) uzayı): Bir A kümesi üzerinde tanımlı bütün sınırlı fonk-
siyonlar B(A) olmak üzere ℝ üzerinde tanımlanan bütün diferansiyellenebilir 
fonksiyonların uzayı, [a,b] de tanımlı bütün reel değerli vektör uzayıdır. 
 
 Çözüm: B(A) = {f | f ∶ A → ℝ, sup|f(t)| , t ∈ A}  
 

Her x, y ∈ B(A) için 


)t(xsupK
At

1  ve 


)t(ysupK
At

2  yazabiliriz. Her 

t ∈ A için  
  |x(t)| < K1 ve |y(t)| < K2 
olur. Buradan da her t ∈ A için 
 |x(t) + y(t)| = |x(t) + y(t)| ≤ |x(t)| + |y(t)| 
elde edilir. Her iki tarafın t ∈ A için supremumunu alırsak, 
 sup|x(t) + y(t)| ≤ sup{|x(t)| + |y(t)|} 
        ≤ sup|x(t)| + sup|y(t)| 
        < K1 + K2 
 sup|x(t) + y(t)| < ∞ 
elde ederiz ki bu bize x + y sınırlı olduğunu gösterir. Yani x + y ∈ B(A) dir. 
 
 Diğer taraftan her t ∈ A için 
 
 sup|(λx)(t)| = sup{|λ||x(t)|} = |λ| sup|x(t)| 
 
elde ederiz ki bu bize λx sınırlı olduğunu gösterir. Yani λx ∈ B(A) dir. 
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 Bu yüzden de B(A) uzayı toplama ve skalerle çarpmaya göre kapalıdır. 
 
 Vektör uzayının diğer şartları okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 

Örnek (𝓵𝟐 Uzayı): ℓ2 uzayında bir vektör uzayıdır. 
 
Çözüm: ∀ x = (xn), y = (yn) ∈ ℓ2 için 

  


1n

2

nx  ve 


1n

2

ny  

olduğundan Minkauski eşitsizliğinden  

  










 1n

2

n
1n

2

n
1n

2

nn yxyx  

yazılabilir ki bu bize x, y ∈ ℓ2 olduğunu gösterir. Diğer taraftan ∀ x = (xn) ∈ ℓ2 
ve λ ∈ K için 

  






 1n

2

n
2

1n

2

n xx  

olup λx ∈ ℓ2 olur. Dolayısıyla ℓ2 toplama ve çarpmaya göre kapalıdır. 
 
 Vektör uzayının diğer şartları okuyucuya bırakılmıştır. // 
 
 
 Lineer bağımlılık-lineer bağımsızlık tanımları lineer cebir derslerinde 
anlatılmıştı. Burada bir örnek ile konuyu hatırlayalım. 
 
 Örnek: Gösteriniz ki, 
  xi ∶ [a, b] → ℝ, xj(t) = tj 

ile tanımlanan {x1, x2, … , xn} kümesi C[a, b] uzayında lineer bağımsız vektörle-
rin kümesi olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm: t ∈ C[a, b], xj(t) ∈ ℝ, xj ∈ C[a, b] ve αi ∈ [a, b] için 

 
 α1x1(t) + α2x2(t) + ⋯ + αnxn(t) = 0 
 α1t + α2t2 + ⋯ + αntn = 0      (1) 
yazılabilir. (1) ifadesinin türevi alırsak 
 α1 + 2α2t + ⋯ + nαntn−1 = 0     (2) 
olur. (1) ifadesi her t doğru olduğundan t = 0 içinde doğru olup (2) ifadesinin 
α1 = 0 bulunur. Aynı şekilde 2. türevi alınırsa α2 = 0 olur. Bu ifade n defa tü-
revi alınırsa αn = 0 olduğu gösterilir. 
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 Eğer [a, b] sıfırı içermiyorsa yani t ≠ 0 ise o zaman 
 
 α1t + α2t2 + ⋯ + αntn = 0 
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     (3) 

elde ederiz. (3) den dolayı α1 = α2 = ⋯ = αn = 0 olabilmesi için bu sistemin 
aşikâr olan çözümlerinin olması gerekir. Aşikâr çözüm olması için homojen 
sistemin katsayılar determinantı sıfırdan farklı olması gerekir. t ≠ 0 olduğun-
dan 

 

0tt...ttt

t000

0t00

00t0

000t

det 2/)1n(nn32

n

3

2





































 

olur. Bu yüzden de (3) sistemin çözümleri aşikar çözümdür. O halde C[a, b] 
deki xj polinomların {x1, x2, … , xn} kümesi lineer bağımsızdır. 

 
 

NORMLU UZAY ve BANACH UZAYI KAVRAMI 
 
 Norm kavramı lineer cebir derslerinde verilmişti. Norm kısaca vektör-
lerin uzunluklarına denilmişti. Şimdi burada vektörlerin metrik olmasına 
normlu uzay ve tam metrik uzay olmasına Banach uzayı adı verecek kavramlar 
üzerinde duralım. 
 

4.2. Tanım: X ≠  bir vektör uzayı olsun.  
 
 ‖∙‖: X → ℝ+ ∪ {0} 
            x → ‖∙‖(x) = ‖x‖ 
biçiminde tanımlansın. K bir cisim α ∈ K ve her x, y ∈ X için 
 
 (N1)   ‖x‖ = 0  x = 0 
 (N2)   ‖αx‖ = |α| ‖x‖ 
 (N3)   ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (Üçgen eşitsizliği) 
aksiyomlarını sağlıyorsa ‖∙‖ fonksiyonu X vektörü üzerinde bir norm fonksi-
yonudur. (X, ‖∙‖) ikilisine de normlu uzay denir. K cismindeki değerlerin vek-
törlerde skalere karşılık geldiğini hatırlayalım. 
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 Örnek: 
1

0

dt)t(xx  fonksiyonu bir normlu uzaydır. 

 
 Çözüm: Her x, y ∈ X ve α ∈ ℝ için; 
 

(N1) ‖x‖ = 0 ise 0dt)t(x
1

0

  olması için t ∈ [0,1] aralığında olması için 

|x(t)| = 0 olmasıyla mümkündür. Buna göre x = 0 dır. Tersine x = 0 ise 

t ∈ [0,1] için |x(t)| = 0 olup 0dt)t(x
1

0

  dır. Şu halde ‖x‖ = 0 olur. 

 

 (N2) xdt)t(xdt)t(xx
1

0

1

0

   

 

 (N3) yxdt)t(ydt)t(xdt)t(y)t(xyx
1

0

1

0

1

0

   

elde edilir. 
 

O halde (ℝ, ‖∙‖) bir normlu uzaydır. 
 
 

 Örnek: p > 1 olmak üzere ℝn üzerinde 

p/1
n

1i

p

ip
xx 








 



ile tanımlı ‖∙‖ 

fonksiyonunun bir norm olduğunu gösteriniz. 
 

Çözüm: Her x, y ∈ ℝn ve α ∈ ℝ için; 
 

(N1) ‖x‖ = 0 olsun. O halde 0x
n

1i

p

i 


 olup her j = 1, 2, …, n için xi = 0 

gerçeklenir. O halde x = 0 dır. Tersine x = 0 ise ‖x‖ = 0 olduğu açıktır. 
 

(N2) 
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(N3) Minkowski eşitsizliğinden  
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elde edilir. 
 

O halde (ℝn, ‖∙‖) bir normlu uzaydır. 
 
 

Örnek: ℓ∞ = {(xn): sup|xn| < ∞, n = 1,2,3, … }
 
uzayı üzerinde tanımla-

nan 
     ‖x‖ = {sup|xn|, n = 1,2,3, … } 

fonksiyon bir normdur. 
 
 Çözüm: Her x, y ∈ ℓ∞ ve α ∈ ℝ için; 
 

(N1) ‖x‖ = 0 olsun. Bu takdirde sup|xn| = 0 olduğundan her n için 
0 ≤ |xn| ≤ 0 dır. O halde x = (xn) = 0 bulunur. 
 
 Tersine x = (xn) = 0 ise sup|xn| = 0 olduğundan ‖x‖ = 0  olduğu açık-
tır. 
 
 (N2) Her n için sup|xn| < ∞ olduğundan 

‖α x‖ = sup|α xn| = |α| sup| xn| = |α| ‖x‖    
yazılabilir. 
 
 (N3) Her n için sup|xn| < ∞ olduğundan 
     ‖x + y‖ = sup|xn + yn| ≤ sup{| xn| + yn} ≤ sup|xn| + sup|yn| = ‖x‖ + ‖y‖     
bulunur. 
 

O halde (ℓ∞ , ‖∙‖) bir normlu uzaydır. 
 
 
 Örnek: C[a, b] sürekli fonksiyon uzayı üzerinde tanımlanan 
  ‖x‖ = {max|x(t)| , t ∈ I} 
fonksiyon bir normdur. 
 
 Bu örneğin çözümü okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 
 4.1. Teorem: (X, ‖∙‖) normlu bir uzay, her x, y ∈ X için 
  |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x − y‖ 
dir. 
 

http://www.matematik1.com/


www.matematik1.com                                                      10 
 
 İspat: Her x, y ∈ X için (N3) aksiyomundan  

‖y‖ = ‖y − x + x‖ ≤ ‖y − x‖ + ‖x‖  
olup buradan  

‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖  
gerçeklenir. Benzer şekilde ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖y − x‖ de elde edilebilir. Bu iki eşit-
sizlikten ise  
  |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x − y‖ 
olduğu görülür. 
 
 

4.1. Not: Bazı kitaplarda normlu uzay tanımlarında (N4) aksiyomu ola-
rak ‖x‖ > 0 verilmektedir. Halbuki metrik uzay tanımından d(x, y) > 0 her 
zaman yazılabilir. Bu yüzden normlu uzaylarda da ‖x‖ > 0 gerekmemektedir. 
 
 

4.2. Teorem: Metrik uzay üzerinde geçerli olan bütün özellikler aynı 
zamanda normlu uzaylar için de geçerlidir. 
 

İspat: X bir normlu olsun. d: X × X → ℝ, d(x, y) = ‖x − y‖ şeklinde ta-
nımlayalım. Bu fonksiyonu metrik fonksiyonunun şartlarını sağladığını göste-
relim. 
 

(M1) d(x, y) = ‖x − y‖ = 0 ise x = y 
 

(M2) d(x, y) = ‖x − y‖ = ‖(−1)(y − x)‖ = ‖y − x‖ = d(y, x) 
 

(M3)  
   d(x, z) = ‖x − z‖ = ‖x − y + y − z‖ ≤ ‖x − z‖ + ‖y − x‖ = d(x, y) + d(y, z)   
 
O halde her normlu uzay aynı zamanda bir metrik uzaydır. 
 
 

4.3. Teorem: Normlu bir X uzayı üzerinde bir norm tarafından doğuru-
lan bir d metriği, öteleme değişmezliği adı verilen aşağıdaki iki özelliği gerçek-
ler: Her x, y, z ∈ X ve her  skaleri için 

i)  d(x + z, y + z) = d(x, y) 
ii) d(αx, αy) = |α|d(x, y) 

olur. 
 
 İspat: Bir d metriği üzerinde X normlu uzayı tanımlı olsun. 
 
 i) Her x, y, z ∈ X için 
 d(x + z, y + z) = ‖(x + z) − (y + z)‖ = ‖x − y‖ = d(x, y) 
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olur. 
 
 ii) Her x, y ∈ X ve her  skaleri için 
 d(αx, αy) = ‖αx − αy‖ = ‖α(x − y)‖ = |α|‖x − y‖ = |α|d(x, y) 
elde edilir. 
 
 

4.2. Not: Bu önerme tek taraflıdır. Yani öteleme değişmezliğini gerçek-
leyen bir metrik normdan üretilmiştir denilemez. Bu önerme ile öteleme de-
ğişmezliği şartlarından en az birini gerçeklemeyen bir metriğin normdan elde 
edilmediği söylenebilir. 
 
 

Örnek: X ≠ {0} vektör uzayı üzerinde tanımlı diskre metriği norm de-
ğildir. 
 

Çözüm: x ≠ y olacak şekilde x, y ∈ X ve α ≠ 0 ve α ≠ 1 olacak şekilde 
bir   skaleri alalım. x ≠ y olduğundan αx ≠ αy olup  
 d(αx, αy) = 1 ≠ |α|d(x, y) = |α| 
bulunur. O halde öteleme değişmezliği gerçekleşmediğinden d metriği norm 
olamaz. 
 
 
 4.4. Teorem: Norm fonksiyonu süreklidir. 
 
 İspat: ‖∙‖ ∶ X → ℝ+ ∪ {0} fonksiyonu bir norm fonksiyonu olsun. Bir  
x0 ∈ X alalım. Bu fonksiyonu X üzerinde sürekli olduğunu göstermek için keyfi bir 
x0 ∈ X yerinde sürekli olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için ∀ ε > 0 için 
 ∃ δ > 0 ∋  ‖x − x0‖ < δ ise |‖x‖ − ‖x0‖| ≤ ε 
 olduğunu göstermek yeterlidir. 
 ‖x‖ = ‖x − x0 + x0‖ ≤ ‖x − x0‖ + ‖x0‖ 
 ‖x‖ − ‖x0‖ ≤ ‖x − x0‖      (1) 
 ‖x0‖ = ‖x0 − x + x‖ ≤ ‖x0 − x‖ + ‖x‖ 
 ‖x0‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − x0‖      (2) 
(1) ve (2)’den |‖x‖ − ‖x0‖| ≤ ‖x − x0‖ < δ = ε alırsak ‖∙‖ fonksiyonu x0 ∈ X 
noktasında süreklidir.  x0 keyfi olduğundan ‖∙‖, X’de süreklidir. 
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Stefan Banach 

30 Mart 1892, Kraków, Polonya - 31 Ağustos 1945, Lviv, Ukrayna 
 
 

4.3. Tanım: X normlu lineer uzay olsun. Eğer X norm metriğine göre tam 
ise X’ e Banach Uzayı denir. 
 
 
 ℝn, ℂn, ℓ∞, ℓ2, ℓp, C[a, b] birer Banach uzaylarıdır. Çünkü bu fonksiyon-

ların bir kısmının normlu uzay olduklarını yukarıda gösterdik. Ayrıca tanımla-
nan fonksiyonların tam olduklarını bir önceki konularda inceledik. Dolayısıyla 
bu fonksiyonlar birer Banach uzayıdır. // 
 
 
 Şimdi tam olmayan ama tamlaştırabileceğimiz bir örnek verelim. 
 
 

Örnek (𝐋𝟐[𝐚, 𝐛]) Uzayı: [a, b] üzerindeki tüm sürekli, reel değerli fonk-
siyonlardan meydana gelen vektör uzayı 

  

2
b

a

2 dt)t(xx













        (1) 

ile tanımlanan fonksiyon norm altında, normlu bir X uzayı oluşturur. Bu uzay 
tam değildir. Örneğin, [a, b] = [0,1] ise, X uzayı bir Cauchy dizisi olup olmadı-
ğını inceleyelim. n > m için, 
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yazabiliriz. Tanımlanan bu Cauchy dizisi yakınsak değildir. Ama ele aldığımız X 
uzayını tamlaştırılabilir. Şöyle ki herhangi bir, sabit p > 1 sayısı için, [a, b] üze-
rinde tanımlı, tüm sürekli ve reel değerli fonksiyonlardan oluşan ve 

  

p/1
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p

p
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ile tanımlanan norma sahip, normlu uzayın tamlaştırılır. Bu Banach uzayına 
L2[a, b] uzayı adı verilir. Buradaki p indisi, tanımlanan normun, sabit olarak 
korunan p sayısının seçimine bağlı olduğunu hatırlatmak amacıyla konulmuş-
tur. p = 2 için, (1) 'yi verdiği açıktır. // 
 
 

Burada aklımıza şöyle bir soru gelebilir: "Bir vektör uzay üzerindeki 
her metrik bir normdan elde edilebilir mi?" bu sorusunun cevabı "Hayır" dır. 
Şimdi bu soruyu ispatlayacak bir örnek verelim.  

 
Örnek: s dizi uzayını hatırlayalım. s bir vektör uzaydır. Fakat, bunun 

üzerinde, 

  
 



 




1i ii
i

ii

yx12

yx
)y,x(d  

ile tanımlanan metrikten bir normdan elde edilemez.  
 
 

ÇÖZÜMLÜ ALIŞTIRMALAR 
 

1. x'in normu olan, ‖x‖ büyüklüğünün, x'den 0'a kadar olan uzaklık ol-
duğunu gösteriniz. 
 
 Normun tanımından bu soru çözülebileceğinden okuyucuya bırakılmış-
tır. 
 
 

2. X, x = (x1, x2) şeklindeki tüm sıralı reel sayı çiftlerinden oluşan vek-
tör uzayı olsun. X üzerindeki normların, 
 a) ‖x‖1 = |x1| + |x2| 
 b) ‖x‖2 = (x1

2 + x2
2)1/2 

 c) ‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|} 
ile tanımlandığını gösteriniz. 
 
 Çözüm: c)   
 
 (N1) ‖x‖∞ = 0  max{|x1|, |x2|} = 0  
       max|x1| ≥ |x1| ve max|x2| ≥ |x1| 
       |x1| ≤ 0 ve |x2| ≤ 0 (maksimumları 0 olduğundan) 
       x1 = 0 ve x2 = 0  
      x = ( x1, x2) = (0,0) = 0  
 
 (N2) x, α ∈ ℝ 
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‖αx‖∞ = max{|αx1|, |αx2|}  
   = max{|α||x1|, |α||x2|} 
   = |α| max{|x1|, |x2|} 
   = |α|‖x‖∞ 
 
 (N3) x, y, α ∈ ℝ 
 

‖x + y‖∞ = max{|x1 + y1|, |x2 + y2|}  
 
maksimum tanımından  
 
 i) |x1 + y1| ≥ |x2 + y2| ise  

‖x + y‖∞ = |x1 + y1|  
        ≤ |x1| + |y1| 
        ≤ max{|x1|, |x2|} + max{|y1|, |y2|} 
        = ‖x‖∞ + ‖y‖∞ 
 
 ii) |x1 + y1| ≤ |x2 + y2| ise  

‖x + y‖∞ = |x2 + y2|  
        ≤ |x2| + |y2| 
        ≤ max{|x1|, |x2|} + max{|y1|, |y2|} 
        = ‖x‖∞ + ‖y‖∞ 
 
(i) ve (ii) den ‖x + y‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞ olur. 
 
 O halde (ℝ, ‖∙‖) bir normlu uzaydır. 
 
 

3. Normlu bir (X, ‖∙‖) uzayında S(0,1) = {x ∈ X ∶ ‖x‖ = 1} küresine bi-
rim küre adı verilir. ℝ2 de ‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|} ile tanımlı norm veriliyor. 
(ℝ2, ‖∙‖∞) uzayında S(0,1) birim küresini belirleyiniz. 
 

Çözüm: ‖x‖ = 1 olsun. O halde max{|x1|, |x2|} = 1 olur. Bu durumda 
S(0,1) küresi 

 {x ∈ ℝ2 ∶  x1 = ∓1, −1 ≤ x2 < 1}   
kümesi ile  

{x ∈ ℝ2 ∶  x2 = ∓1, −1 ≤ x1 < 1}  
kümelerinin birleşimidir. Bu ise merkezi orijinde bulunan birim karenin ke-
narlarıdır. 
 
 

4. Normlu bir X uzayında, 
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B(0, 1) = {x ∈ X ∶  ‖x‖ ≤ 1}  
kapalı birim yuvarının konveks olduğunu gösteriniz.  
 
 Çözüm: x, y ∈ B(0, 1) ve X de B(0, 1) ⊂ X olsun. Bu takdirde  

M = {z ∈ X: z = ax + (1 − a)y, 0 ≤ a ≤ 1} ⊂ B(0, 1)  
olduğunu göstermeliyiz. Bunun için x, y ∈ B(0, 1), z = ax + (1 − a)y, 0 ≤ a ≤ 1 
olmak üzere ‖z‖ ≤ 1 olduğunu göstermeliyiz. 
 
 x, y ∈ B(0, 1) olduğundan ‖x‖ ≤ 1 ve ‖y‖ ≤ 1 olduğu açıktır. Bu yüzden 
de X bir ‖∙‖ olduğundan (N2) ve (N3) aksiyomundan dolayı 
 
 ‖z‖ = ‖αx + (1 − α)y‖ 
         ≤ ‖αx‖ + ‖(1 − α)y‖ 
         = |α|‖x‖ + |1 − α|‖y‖ 
         ≤ |α| ∙ 1 + |1 − α| ∙ 1 
         = 1 
elde edilir. O halde z ∈ M ise z ∈ B(0,1) olur. Bu ise M ⊂ B(0,1) dir. Bu yüzden 
de B(0,1) bir komveks kümedir. 
 
 

5. Normlu bir X uzayında bir M altkümesinin sınırlı olması için gerek ve 
yeter şart, her x ∈ M için, ‖x‖ ≤ c olacak şekilde, pozitif bir c sayısının var ol-
masıdır.  
 
 Metrik uzaylarda sınırlılık tanımları ve teoremleri yapılmıştı. Normlu 
uzaylar özel metrik uzay olduğundan metrik uzay kavramında olduğu gibi so-
rular çözülür. 
 
 

 6. Gösteriniz ki φ(x) = (√|x1| + √|x2|)2 fonksiyonu reel sayıların tüm 
x = ( x1, x2) sıralı ikililerin uzayı üzerinde bir norm belirlemez. 
 
 Çözüm: Norm uzayı olmadığını göstermek için (N3) aksiyomunu sağ-
lamadığını gösterelim. Bunun için x = (1, 9), y = (8, 7) ile verilen ℝ2 de iki 
sıralı ikili için 

 φ(x + y) = (√|1 + 8| + √|9 + 7|)2 = 49 

 φ(x) = (√|1| + √|9|)2 = 16 

 φ(y) = (√|8| + √|7|)2(√8 + √7)2 ≅ 29,96 
 
 49 ≰ 16 + 29,96 
 φ(x + y) ≰ φ(x) + φ(y) 
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olduğunu gösterir ki, bu bize  fonksiyonun ℝ2 de bir norm olmadığını göste-
rir. 
 
 
 7. Eğer d bir normdan elde edilen bir vektör uzayı üzerinde bir metrik 
ve 

 d1(x, y) = {
d(x, y) + 1 ,   x ≠ y
             0 ,        x = y

 

şeklinde tarif edilsin. d1 bir norm belirlemez. 
 
 Çözüm: d1(x, y) nın 4.3. teoremi sağladığını göstermeliyiz. 

 d1(ax, ay) = {
d(ax, ay) + 1 ,   ax ≠ ay
             0 ,            ax = ay

 

        = {
|a|d(x, y) + 1 ,   ax ≠ ay
             0 ,             ax = ay

 

        = {
|a|d(x, y) + 1 ,   x ≠ y
             0 ,             x = y

 

        = |a| {
d(x, y) +

1
|a|

 ,   x ≠ y

            0 ,           x = y
 

 
 d1(ax, ay) ≠ |a|d1(x, y) 
bulunur. O halde d1, X üzerinde tanımlanan metrikten elde edilen metrik de-
ğildir. 
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